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Resumo

Apesar de ser um experimento bem onheido na literatura relaionada ao estudo dainformação quântia, o Osilador Paramétrio Ótio (OPO) operando aima do limiarnão forneeu sempre os resultados esperados por sua teoria, pois apresentava exesso deruído na fase de seus feixes, de origem desonheida.Neste trabalho apresentamos de forma sistemátia a teoria padrão do Osilador Pa-ramétrio Ótio no ontexto quântio. Além disso, introduzimos um modelo ad-ho parao exesso de ruído de fase do OPO que reproduz os resultados obtidos em nossos experi-mentos.Em nosso modelo, inserimos um ruído na fase de ada feixe do OPO proporional àintensidade dos ampos intraavidade. Este ruído apresenta orrelações não perfeitas entreos feixes, omo foi demonstrado experimentalmente. Apesar de desonheidas a origemdesse exesso de ruído, temos indiações de que ele é ausado por entros expalhadoresde luz no ristal do OPO devido à presença de f�nons de origem térmia.
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Abstrat

In spite of the fat that the Optial Parametri Osillator (OPO) is one of the mostknown experiments related with quantum information researh, its experimental resultsdid not have a good agreement with the theory, in the above threshold regime, beauseof an unexpeted exess noise in the phase quadrature on its beams.In this work we sistematialy present the quantum theory of OPO. Moreover, weintrodue an ad-ho model for the exess noise in the phase quadrature in the OPO thatreprodues our experimental data.In our model, the exess noise in the phase quadrature is proportional of the intensityof eah OPO beam. This noise presents non-perfet orrelations among the �elds, as isexperimentaly observed. Despite of the unknown origin of this exess noise, we have someindiations that it is aused by sattering enters produed by fonons of thermal origin.
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1
Introdução

Atualmente, o estudo da informação quântia é uma das prinipais áreas de pes-quisa em físia, om vários artigos sendo publiados em revistas de amplo impato omoPhysial Review, Nature e Siene. O elemento prinipal para o estudo da omputaçãoquântia é uma propriedade totalmente não trivial de sistemas quântios denominadaemaranhamento. O estudo da informação quântia aborda temas omo o próprio pro-esso de omputação [1℄ e maneiras de se transferir os dados proessados para diferentesloalidades [2℄.Dizemos que um sistema quântio está emaranhado quando não podemos esrever afunção de onda total do sistema omo o produto das funções de onda de ada uma desuas partes [3℄. Nesse aso as orrelações quântias podem ser muito mais fortes do queorrelações lássias [4℄.O emaranhamento é por si só um grande objeto de estudo em físia, ele foi pela pri-meira vez notado em um trabalho publiado por Einstein em 1935 [5℄ omo um paradoxona teoria quântia. Nesse mesmo ano, Niels Bohr publiou um trabalho em resposta aEinstein, mostrando que o paradoxo apontado por Einstein era apenas aparente e prop�suma série de experimentos mentais na tentativa de mostrar que a teoria quântia estavaorreta[6℄. Ainda nesse ano, Shrödinger unhou a paralavra emaranhameto [7℄ para es-tados quântios que tinham a arateristia mostrada por Einstein. Ele onlui que oemaranhamento é a araterístia dos sistemas quântios que rompe totalmente om aidéias da físia lássia.Em nosso laboratório trabalhamos om um sistema físio hamado de Osilador Par-métrio Ótio (OPO) apaz de gerar feixes de luz intensos que apresentam essa importantepropriedade. O OPO onsiste de uma avidade Fabry-Perot onde é inserido um ristalom suseptibilidade elétria não-linear de segunda ordem, χ(2).Inidimos na avidade do OPO um feixe laser intenso om freqüênia ω0 denominadobombeio, então a partir do aoplamento desse feixe om o termo não-linear da susep-tibilidade do ristal dois novos feixes intensos de freqüênias ω1 e ω2 são riados e sãodenomindos feixes sinal e omplementar respetivamente. Por onservação de energia,



2 Introduçãoteremos que a soma das freqüênias dos feixes sinal e omplementar deverá ser igual afreqüênia do feixe de bombeio ω0 = ω1 + ω2. Quantiamente, podemos pensar nesseproesso omo a aniquilação de um fóton do bombeio para a riação de dois novos fótonsdos feixes sinal e omplentar.É intuitivo pensar, devido ao proesso de onversão paramétria, que os feixes bom-beio sinal e omplementar estejam fortemente orrelaionados, sendo essas orrelações tãointensas que esse feixes podem estar emaranhados. O emaranhamento entre os feixes sinale omplementar foi previsto teoriamente no ano de 1989 [8℄, sendo a prinipal araterís-tia que evidenia o emaranhamento, a ompressão no ruído da subtração das amplitudese da soma dos ruídos de fase desses feixes, ou seja, as variânias dessas grandezas sãomenores que a variânia da �utuação do váuo.A medida da ompressão do ruído na subtração das amplitudes foi feita já no ano de1987 na referênia [9℄, no entanto, a ompressão do ruído na soma das fases dos feixesgêmeos só foi medida reentemente pelo nosso grupo [10, 11℄, omprovando o emaranha-mento bipartite entre os feixes sinal e omplementar. Além disso, o emaranhamento entreo feixe de bombeio om os feixes sinal e omplementar foi previsto também reentementepelo nosso grupo [12℄. No entanto, as medidas feitas até hoje ainda não foram apazes deomprovar essa propriedade entre os três ampos [13, 14℄.O prinipal motivo para isso e também um dos prinipais motivos que impediu portanto tempo a veri�ação do emaranhamento bipartite entre os feixes gêmeos, é um exessode ruído presente na fase desses feixe que até então tinha origem desonheida.Portanto, a prinipal motivação para essa dissertação é introduzir um modelo paraesse exesso de ruído que ajusta muito bem todos os resultados obtidos pelo nosso grupoaté hoje. O prinipal ingrediente do nosso modelo para o exesso de ruído é a introduçãode um ruído de fase proporional à potênia intraavidade de ada feixe, onsiderandoorrelações não perfeitas entre esses ruídos. Ao que tudo india, esse termo de exessode ruído, que será introduzido nas equações do OPO, é gerado pela presença de entrosespalhadores de luz no ristal devido a presença de f�nons ausados por agitações térmiasna rede ristalina.No primeiro apítulo dessa dissertação introduzimos alguns oneitos de ótia quan-tia que são esseniais para o entendimento do nosso trabalho. Esses oneitos vão desdea quantização do ampo elétromagnétio até distribuição de quase-probabilidade. Abor-damos também os oneitos de matriz densidade, e matriz de ovariânia e desrevemoso método que usamos no laboratório para medirmos diferentes quadraturas do ampo



Introdução 3elétromagnétio. No apítulo 2 falamos detalhadamente sobre emaranhamento e métodospara identi�á-lo.Já no apítulo 3, disorremos sobre o OPO, onde damos uma melhor noção de seufunionamento a partir de prinípios quântios e mostramos as orrelações entre seusfeixes. No �m desse apítulo, introduzimos o nosso modelo teório para o exesso de ruídono OPO. O quarto apítulo da dissertação mostra os resultados de nosso experimentoorroborando om o nosso modelo para o exesso de ruído. Por �m, apresentamos asonlusões e perspetivas obtidas nesse trabalho.
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1 Coneitos preliminares emÓtia Quântia
1.1 Prinípio da inertezaNa meânia lássia o erro sobre uma medida deorre simplesmente por se onsiderarque existe uma erta impreisão no aparato de medida. No entanto, na meânia quântiaa inerteza sobre uma medida é intrínsea à teoria, e deorre de que as grandezas físiasmedidas no laboratório são auto-valores de operadores que atuam no espaço de Hilbert[15℄. Dessa forma, a natureza quântia de muito sistemas físios só pode ser perebidana análise minuiosa das inertezas relaionadas ao proesso da medida, pois os valoresmédios de muitas grandezas podem ser entendidos apenas usando a físia lássia.A �utuação sobre o valor médio de um operador ô é de�nida por

δô = ô− 〈ô〉, (1.1)onde 〈ô〉 é a média sobre a função de onda do sistema e sobre outros elementos estatístios1.Seguindo a desrição dada na referênia [16℄, sabemos que para qualquer operador Âe seu onjugado Hermitiano Â†,
〈ÂÂ†〉 ≥ 0. (1.2)De�nindo dois operadores Hermitianos x̂ e ŷ tais que Â = δx̂ + λeiθδŷ ({λ, θ} ∈ R),logo,

〈δx̂2〉 + λ2〈δŷ2〉 + λ〈(cos θ{δx̂, δŷ} − i sin θ[δx̂, δŷ])〉 ≥ 0, (1.3)onde [, ] é o omutador e {, } é o antiomutador. Para que a desigualdade (1.3) sejasatisfeita [δx̂, δŷ] deve ser igual a zero ou a um número imaginário puro, além disso, omo1Como veremos na seção (1.2), 〈ô〉 = tr(ôρ̂) onde ρ̂ é a matriz densidade do sistema.



6 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântia
(

√

〈δx̂2〉 − λ
√

〈δŷ2〉
)2

≥ 0, ompletando quadrado podemos ver que
〈(cos θ{δx̂, δŷ} − i sin θ[δx̂, δŷ])〉2 ≤ 4〈δx̂2〉〈δŷ2〉. (1.4)Como (1.4) tem que ser válida para todo ângulo θ devemos maximizar o lado esquerdoda desigualdade obtendo

|〈{δx̂, δŷ}〉|2 + |〈[δx̂, δŷ]〉|2 ≤ 4〈δx̂2〉〈δŷ2〉. (1.5)No formalismo lássio, as grandezas físias são números reais, de forma que a média doomutador entre essas grandezas sempre é nula. Portanto no limite lássio a desigualdade(1.5) se reduziria a
〈δx2〉〈δy2〉 ≥ σ2

xy, (1.6)onde, σxy = 1
2
〈δxδy+δyδx〉. Classiamente o anulamento de σxy é uma ondição neessáriamas não su�iente para a indepêndeia das �utuações [17℄.Já na Meânia Quântia, as grandezas físias são representadas por operadores Her-mitianos que atuam no espaço de Hilbert. Além disso, sabemos que dois operadoresHermitianos que são onjugados não omutam entre si, omo, por exemplo, no aso dosoperadores posição q̂ e momento p̂, onde o omutador entre eles é [q̂, p̂] = i~. Com isso,teremos que a desigualdade (1.5) se torna

∆q̂∆p̂ ≥
√

1

4
~2 + σqp, (1.7)onde de�nimos ∆2ô = 〈δ2ô〉. Quando σqp = 0, ou seja, assumindo que só existem orre-lações quântias, enontramos a expressão usual do Prinípio da Inerteza de Heisenbergpara posição e momento

∆q̂∆p̂ ≥ 1

2
~. (1.8)Essa relação mostra que a posição e o momento de um objeto físio não podem sermedidos simultaneamente om preisão in�nita, independentemente de quão perfeito sejao aparato de medida.



1.2 Matriz Densidade 71.2 Matriz DensidadeNa meânia quântia, para um sistema isolado, toda a informação físia é dada porum vetor de estado |ψ(t)〉, de forma que o valor médio de um observavel Â é dado por
〈Â〉 = 〈ψ(t)| Â |ψ(t)〉 . (1.9)Na prátia, um sistema isolado é muito difíil de se onstruir. Assim as medidasrealizadas em laboratório são médias sobre um onjunto funções de onda ponderadaspor médias estatístias, que são obtidas pela repetição sistemátia do experimento. Comisso, supondo que um sistema seja preparado em um onjunto de estados |ψn〉, sob umadeterminada probabilidade estatístia lássia Pn, o valor médio de um operador Â é dadopor

〈Â〉 =
∑

n

Pn 〈ψn| Â |ψn〉 . (1.10)De�nindo agora o operador densidade ρ̂ tal que
ρ̂ =

∑

n

Pn |ψn〉 〈ψn| , (1.11)então a média do operador Â poderá ser dada através da expressão
〈Â〉 = tr

(

ρ̂Â
) (1.12)

=
∑

k

〈ψk|
∑

n

Pn |ψn〉 〈ψn| Â |ψk〉

=
∑

k

Pk 〈ψk| Â |ψk〉 .Portanto, a partir do operador densidade podemos inorporar tanto a estatístia lás-sia quanto a estatístia quântia de sistemas físios.Estado puro e estado mistura: Se um operador densidade de um sistema pode seresrito omo ρ̂ = |ψn〉 〈ψn|, esse sitema é denominado omo puro. O operador densidadedesse sistema apresentará a propriedade ρ̂2 = ρ̂.Tendo em vista que ∑n Pn = 1, quando a matriz densidade representa um estadopuro, teremos que tr (ρ̂2) = 1 , aso ontrário, dizemos que a matriz densidade representaum estado tipo mistura, e teremos que tr (ρ̂2) < 1.



8 1 Coneitos preliminares emÓtia QuântiaEvolução temporal da Matriz densidade: A evolução temporal de um estadoquântio |ψ〉 genério é desrita pela equação de Shröginger,
H |ψ〉 = i~

d

dt
|ψ〉 . (1.13)Portanto, derivando (1.11) em relação ao tempo, e usando a equação de Shröginger,vemos que a evolução temporal da matriz densidade será dada por

d

dt
ρ(t) = − i

~
[H , ρ(t)]. (1.14)Essa equação é onheida na literatura omo equação de Von Neumann [16℄, apesarde pareer om a equação de Heinsenberg, para a evolução temporal de operadoradores,que é dada por,

d

dt
Â =

i

~
[H , Â]. (1.15)a equação da evolução temporal para a matriz densidade difere da equação de Heisenbergpor um sinal, evideniando que a evolução temporal do operador densidade oorre nomesmo sentido que a evolução temporal de vetores de estado na desrição de Shröginger,enquanto a evolução temporal para operadores na desrição de Heisenberg se dá no sentidoontrário.

1.3 Deomposição Espetral e Quantização do CampoEletromagnétioAs Equações de Maxwell no váuo para os ampos elétrio E e magnétio B, napresença das densidades de orrente J e arga2 ρ, são dadas por [18℄
∇× E + ∂

∂t
B = 0, (1.16)

∇× B − µ0ǫ0
∂
∂t

E = µ0J, (1.17)
∇ · E = 1

ǫ0
ρ, (1.18)

∇ · B = 0, (1.19)Sabendo que o divergente de um rotaional é identiamente nulo, a equação (1.19)2Apenas nessa seção o arater ρ será usado para designar a densidade de arga ao invés da Matrizdensidade



1.3 Deomposição Espetral e Quantização do Campo Eletromagnétio 9nos informa que o ampo magnétio pode ser desrito por,
B = ∇×A, (1.20)onde o termo A é denominado potenial vetor.Substituindo a equação (1.20) em (1.16) e tendo em vista que ∇×∇φ = 0, sendo φum potenial esalar, vemos que o ampo elétrio será desrito por

E = −∇φ− ∂

∂t
A. (1.21)Ao substituirmos as equações (1.20) e (1.21), dos ampos elétrio e magnétio emtermos dos potenial vetor e esalar, na equação de Maxwell (1.17) hegamos na seguinteexpressão

∇(∇ · A) −∇2A +
1

c2
∂

∂t
∇φ+

1

c2
∂2

∂t2
A = µ0J, (1.22)onde foi usado a identidade ∇×∇× A = ∇(∇ ·A) −∇2A.Através das equações de Maxwell vemos que os ampos elétrio e magnétio são in-variantes sobre as seguintes transformações sobre os poteniais vetor A e esalar φ,

A = A′ −∇Ξ, (1.23)
φ = φ′ +

∂

∂t
Ξ, (1.24)onde Ξ é uma função esalar abitrária. Esse tipo de transformação sobre os poteniais pre-serva os valores dos ampos elétrios e magnétios, sendo denominadas de transformaçõesde alibre.Obtemos o alibre de Coulomb impondo que o potênial vetor obedeça à ondição

∇ ·A = 0. Calulando o divergente da equação (1.18) vemos que esse alibre nos forneediretamente a equação de Poisson para o potenial elétrio ∇2φ = − 1
ǫ0
ρ. Além dissoteremos que a expressão (1.22) se reduz a

−∇2A +
1

c2
∂

∂t
∇φ+

1

c2
∂2

∂t2
A = µ0J. (1.25)Pelo teorema de Helmholtz [19℄ qualquer equação de ampo pode ser reesrita omo asoma de duas omponentes, uma om o divergente igual a zero e outra ompontente omo rotaional igual a zero, essas omponentes são denominadas ompenente transversal elongitudinal respetivamente.Devido ao alibre de Coulomb, o potenial vetor só tem a omponente transversal.



10 1 Coneitos preliminares emÓtia QuântiaAlém disso, o gradiente de um potênial esalar só tem a omponente longitudinal. Fa-zendo essa separação para a densidade de orrente, J = JT + JL, onde, ∇ · JT = 0 e
∇× JL = 0, e separando a equação (1.25) em suas omponentes transversais e longitudi-nais enontramos,

−∇2A +
1

c2
∂2

∂t2
A = µ0JT , (1.26)e

1

c2
∂

∂t
∇φ = µ0JL. (1.27)Portanto, quando não há orrente elétria, vemos que (1.26) se reduz a uma equaçãode onda para o potenial vetor [20, 21℄,

∇2A − 1

c2
∂2

∂t2
A = 0. (1.28)Podemos enontrar a solução dessa equação de onda expandindo o potenial vetornuma série de Fourier e impondo uma ondição periódia de ontorno para um volume

V = L3 do espaço, om isso teremos que
A(r, t) =

∑

k

∑

σ=1,2

ekσAkσ(r, t), (1.29)onde,
Akσ(r, t) = Akσe

i(k·r−ωkt) + A∗
kσe

−i(k·r−ωkt). (1.30)O vetor de onda k de�ne a direção de propagação de um determinado modo do ampodentro da avidade, sendo que suas omponentes são dadas por
kx =

2π

L
νx, ky =

2π

L
νy, kz =

2π

L
νz, (1.31)onde {νx, νy, νz} ∈ Z. A partir da equação de onda vemos que a freqüênia angular ωk serelaiona om o módulo do vetor de onda k por, ωk = ck.O vetor unitário ekσ é o vetor de polarização do ampo. Devido ao alibre de Cou-lomb o vetor de polarização deve ser perpendiular ao vetor de onda do ampo, ou seja,

ekσ · k = 0. Além disso, os vetores de polarização são de�nidos de forma que um sejaperpendiular ao outro, ekσ · ekσ′ = δσσ′ .Pela expressão (1.21) vemos que na ausênia de orrentes
E = − ∂

∂t
A, (1.32)



1.3 Deomposição Espetral e Quantização do Campo Eletromagnétio 11logo a expressão para o ampo elétrio será
E(r, t) =

∑

k

∑

σ=1,2

ekσEkσ(r, t), (1.33)onde
Ekσ(r, t) = iωk

(

Akσe
i(k·r−ωkt) − A∗

kσe
−i(k·r−ωkt)

)

. (1.34)A partir de (1.20) temos que o ampo magnétio é
B(r, t) =

∑

k

∑

σ=1,2

k̂ × ekσBkσ(r, t), (1.35)onde k̂ = k/k e
Bkσ(r, t) = ik

(

Akσe
i(k·r−ωkt) − A∗

kσe
−i(k·r−ωkt)

)

. (1.36)Por �m, temos que a energia total do ampo dentro da avidade de volume V = L3 é
H =

1

2

∫

dV ǫ0E(r, t)2 +
1

µ0
B(r, t)2, (1.37)substituindo as expressões para o ampo elétrio e para o ampo magnétio enontraremosque a energia total dos ampos pode ser esrita omo,

H = ǫ0V
∑

kσ

ω2
k (AkσA

∗
kσ + A∗

kσAkσ.) (1.38)
1.3.1 Quantização do Campo ElétrioA Halmitoniana quantizada de um osilador harm�nio é dada por

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2q̂2, (1.39)onde os operadores de posição q̂ e momento p̂ obedeem a relação de omutação usual,[q̂, p̂] =

i~. A partir desses operadores podemos de�nir dois novos operadores adimensionais
â =

√

1

2m~ω
(mωq̂ + ip̂),

â† =

√

1

2m~ω
(mωq̂ − ip̂), (1.40)que obedeem a relação de omutação [â, â†] = 1.



12 1 Coneitos preliminares emÓtia QuântiaInversamente teremos,
q̂ =

√

~
2mω

(â† + â), p̂ = i

√

m~ω
2

(â† − â). (1.41)Substituindo (1.41) em (1.39), vemos que a halmitoniana do osilador harm�nio poderáser esrita omo
Ĥ =

1

2
~ω(ââ† + â†â) = ~ω(â†â+

1

2
). (1.42)Apliando os operadores â e â† na Hamiltoniana do osilador harm�nio para um dadoauto-estado |n〉 om um auto-valor En mostra-se que [15℄,

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , (1.43)

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n + 1〉 . (1.44)Por esse motivo, denominamos â† e â de operadores riação e aniquilação respeti-vamente. Para enontrarmos o resultado anterior foi neessário de�nir um estado |0〉 demínima energia tal que, â |0〉 = 0.Dado (1.43) e (1.44) podemos de�nir o operador número n̂ = â†â, tal que,

â†â |n〉 = n̂ |n〉 = n |n〉 . (1.45)Com isso, teremos que os auto-valores da hamiltoniana do osilador harm�nio serãodados por
H |n〉 = En |n〉 = ~ω(n+

1

2
) |n〉 . (1.46)A forma na qual foram apresentadas as hamiltonianas do ampo eletromagnétio e ado osilador harm�nio quantizado (apresentados nas fórmulas (1.38) e (1.42) respetiva-mente), sugere que a quantização do ampo eletromagnétio é dada por

Akσ →
√

~
2ǫ0V ωk

âkσ, A∗
kσ →

√

~
2ǫ0V ωk

â†kσ. (1.47)Logo, existe um operador de riação e aniquilação para ada modo e polarização doampo. Equivalentemente, poderíamos ter feito a quantização do ampo elétromagnétioseparando as partes real e imaginária de Akσ na hamiltoniana do ampo eletromagnétiolássio, e em seguida, identi�ando a parte real omo o operador posição e a parteimaginária omo o operador momento.Como existem in�nitos modos possíveis para o ampo eletromagnétio om duas dire-



1.3 Deomposição Espetral e Quantização do Campo Eletromagnétio 13ções de polarização a generalização da relação de omutação entre operadores de riaçãoe aniquilação é
[âkσ, â

†
k′σ′ ] = δkk′δσσ′ (1.48)Com isso, segue que a hamiltoniana do ampo quatizado será dada por

Ĥ =
∑

kσ

~ωk(â
†
kσâkσ +

1

2
) =

∑

kσ

~ωk(n̂kσ +
1

2
). (1.49)Portanto, para uma dada polarização, os modos do potenial vetor e dos amposelétrios e magnétios serão dados por,

Akσ(r, t) =

√

~
2ǫ0V ωk

(âkσe
i(k·r−ωkt) + â†kσe

−i(k·r−ωkt)); (1.50)
Ekσ(r, t) = iωk

√

~
2ǫ0V ωk

(

âkσei(k·r−ωkt) − â†kσe
−i(k·r−ωkt)

)

; (1.51)
Bkσ(r, t) = ik

√

~
2ǫ0V ωk

(

âkσe
i(k·r−ωkt) − â†kσe

−i(k·r−ωkt)
)

. (1.52)1.3.2 Estados de FokOs auto estados da hamiltoniana do ampo eletromagnétio são denominado estadosde Fok ou estados número,
Ĥ |n〉 = ω~

(

â†â +
1

2

)

|n〉 = ω~

(

n +
1

2

)

|n〉 . (1.53)Esses estados determinam o número de fótons para um modo do ampo om umaerta polarização. Quando existem vários modos dentro de uma avidade o estado totalé dado pelo produto externo dos estados de ada modo do ampo,
|nk11, nk12, nk21, nk22, · · ·〉 = |nk11〉 |nk12〉 |nk21〉 |nk22〉 = |{nkσ}〉 . (1.54)Um resultado fundamental da Meânia Quântia é que mesmo para o váuo, istoé, quando o número de fótons é igual a zero, a energia do ampo não é nula. Assimnuma avidade om in�nitos modos permitidos temos que a energia média do sistema naausênia total de fótons é,

〈{0kσ}| Ĥ |{0kσ}〉 =
∑

kσ

1

2
~ωkσ (1.55)essa energia é onheida omo energia do váuo ou energia de ponto zero.



14 1 Coneitos preliminares emÓtia QuântiaApesar de experimentalmente ser muito difíil produzir estados onde o número defótons é disreto [22℄, a base de estados de Fok tem muita ultilidade por ser uma baseortonormal, além de ser auto-estado da Hamiltoniana do ampo elétromagnétio.
1.4 Proesso de medida e estados oerentesEm um experimento de ótia quântia a deteção do ampo elétrio é feita por detetoresque são sensíveis a fótons por meio do efeito foto-elétrio, ou seja, o proesso de medidase baseia no proesso pelo qual um fóton é aniquilado para que se produza um elétron,gerando assim uma orrente medida [23℄.Tomando somente um modo do ampo elétrio em uma determinada polarização, apartir de (1.51), vemos que o ampo elétrio pode ser deomposto em uma parte omfreqüênia positiva E(+)(r, t) e outra om freqüênia negativa E(−)(r, t).

E(r, t) = E(−)(r, t) + E(+)(r, t), (1.56)onde,
E(−)(r, t) =

√

~ω
2ǫ0V

â†e−i(k·r−ωt) e E(+)(r, t) =

√

~ω
2ǫ0V

âei(k·r−ωt). (1.57)Classiamente essa separação é somente uma onvenção matemátia sem aarretarnenhum signi�ado físio, no entanto, não podemos onsiderar que o mesmo oorra quan-tiamente, pois de fato, o operador não hermitiano E(+)(r, t) é o responsável pela ani-quilação dos fótons, e por onseguinte, pelo proesso de medida. Tendo isso posto, aprobabilidade de transição para que um fóton seja absorvido pelo detetor será dada por,
Pi| 〈f |E(+)(r, t) |i〉 |2, (1.58)o estado |f〉 representa o estado �nal para o qual o ampo elétrio foi projetado, enquantoo estado |i〉 representa o estado iniial do ampo. No entanto, essa probabilidade deve serponderada pela probabilidade Pi estatístia de se enontrar o estado iniial |i〉.Vendo que,

∑

f

〈f |E(+)(r, t) |i〉 ∝
∑

f

〈f |i− 1〉 = δf,i−1, (1.59)onde δf,i−1 representa o delta de Kroneker, então podemos, sem perda de generalidade,fazer uma soma sobre todos os estados �nais em (1.58). No entanto, a intensidade média



1.4 Proesso de medida e estados oerentes 15medida deve ser dada pela soma de todos os possíveis estados iniiais, de onde vem que
I(r, t) =

∑

if

Pi| 〈f |E(+)(r, t) |i〉 |2

=
∑

if

Pi 〈i|E(−)(r, t) |f〉 〈f |E(+)(r, t) |i〉 (1.60)omo∑f |f〉 〈f | = 1. Sabendo que a matriz densidade do sistema é ρ =
∑

i Pi |i〉 〈i| segue
I(r, t) = tr[ρE(−)(r, t)E(+)(r, t)] = 〈E(−)(r, t)E(+)(r, t)〉. (1.61)Com isso perebemos que a intensidade do ampo é proporional ao operador número

n̂ = â†â, ou seja, a intensidade do ampo é proporional ao número de fótons que hegano detetor por unidade de tempo. Supondo que o estado iniial do sistema seja o estadode váuo, |0〉, a intensidade medida será
I(r, t) = 〈0|E(−)(r, t)E(+)(r, t) |0〉 = 0 (1.62)omo esperado. Vale observar que, usando a teoria lássia a intensidade medida seriaigual ao quadrado do operador ampo elétrio total, logo, para o estado de váuo

〈Î〉vac = 〈0|E(r, t)2 |0〉

= 〈0| [E(+)(r, t) + E(−)(r, t)]2 |0〉 (1.63)
= 〈0|E(+)(r, t)E(+)(r, t) |0〉 + 〈0|E(−)(r, t)E(−)(r, t) |0〉

+ 〈0|E(+)(r, t)E(−)(r, t) |0〉 + 〈0|E(−)(r, t)E(+)(r, t) |0〉

= 〈0|E(+)(r, t)E(−)(r, t) |0〉 6= 0que é um resultado �siamente inompatível, pois impliaria que mesmo para estado deváuo os detetores mediriam uma intensidade média diferente de zero.1.4.1 Estados CoerentesComo já foi exposto anteriormente, o operador E(+)(r, t) é proporional ao operadorde aniquilação, então uma representação interessante para os estados do ampo elétriosão os estados oerentes, que são auto-estados do operador de aniquilação [24℄. A luzemitida por um laser se aproxima muito de um estado oerente [25℄, assim sendo, vemosque os estados oerentes se aproximam bastante de um estado lássio.
â |α〉 = α |α〉 , (1.64)



16 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântiaapliando 〈n− 1| e usando as propridades do operador de aniquilação, segue que
√
n〈n|α〉 = α〈n− 1|α〉, (1.65)e usando essa relação reursivamente enontramos,
〈n|α〉 =

αn

√
n!
〈0|α〉. (1.66)Tendo em vista esse resultado, ao expandirmos |α〉 nos vetores do espaço de Fok,enontraremos

|α〉 =
∑

n

|n〉 〈n|α〉,

= 〈0|α〉
∑

n

αn

√
n!

|n〉 . (1.67)Ao impormos a ondição de normalização 〈α|α〉 = 1, enontramos que a representaçãodo estado oerente na base dos estados de Fok é dada por,
|α〉 = e−

|α|2

2

∑

n

αn

√
n!

|n〉 . (1.68)A partir disso, vemos que o estado oerente apresenta uma distribuição de Poisson nonúmero de fótons
P (n) = |〈n|α〉| =

|α|2n

n!
e|α|

2

. (1.69)de onde temos que o número médio de fótons é igual à variânia, isto é,
〈n̂〉 = 〈α| n̂ |α〉 = |α|2 (1.70)e

∆2n = 〈α| n̂2 |α〉 − 〈α| n̂ |α〉2

= |α|2. (1.71)Os estados oerentes formam uma base ompleta mas que não é ortogonal apresen-tando a seguinte propriedade,
1

π

∫

d2α |α〉 〈α| = 1. (1.72)Usando o operador desloamento que será introduzido em seguida não é difíil provar



1.4 Proesso de medida e estados oerentes 17que o produto interno entre dois estados oerentes é
〈β|α〉 = e−

|α|2+|β|2

2
+αβ∗

, (1.73)onde o valor absoluto do produto interno é
|〈β|α〉| = e−|α−β|2, (1.74)sendo que no limite em que |α− β| → ∞ os estados oerentes tendem a ser ortogonais.De�nindo o operador desloamento omo em [24℄
D(α) = eαâ†−α∗â. (1.75)e usando a fórmula de Baker-Campbell-Hausdor�,

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−
1

2
[Â,B̂], (1.76)que pode ser usada quando [Â, [Â, B̂]] = [B̂, [Â, B̂]] = 0, podemos esrever o operadordesloamento em ordem normal, isto é, om as potênias de â† à esquerda das potêniasde â,

D(α) = e−
|α|2

2 eαâ†

eα∗â, (1.77)ou em ordem anti normal, ou seja, om as potênias de â† à direita das potênias de â,
D(α) = e

|α|2

2 eα∗âeαâ†

, (1.78)Usando o operador desloamento em ordem normal podemos mostrar que estadooerente pode ser obtido apliando-o no estado de váuo,
D(α) |0〉 = e−

|α|2

2 eαâ†

eα∗â |0〉 = |α〉 . (1.79)É interessante notar que a evolução temporal do osilador harm�nio forçado será dadapelo operador desloamento vezes a evolução temporal do osilador harm�nio simples[26℄. Temos então que o estado oerente pode ser enontrado quando evoluimos tempo-ralmente o váuo omo ondição iniial para esse sistema.Algumas propriedades importantes do operador desloamento são,
D(α)†aD(α) = a+ α, (1.80)
D(α)†a†D(α) = a† + α∗, (1.81)
D−1(α) = D†(α) = D(−α). (1.82)



18 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântia1.5 Quadraturas do Campo ElétrioComo vimos na seção anterior podemos quantizar o ampo elétrio fazendo om queos oe�ientes do potenial vetor para ada modo do ampo sejam relaionados omos operadores riação e aniquilação do osilador harm�nio. Para um únio modo doampo elétrio om freqüênia ω que se propaga na direção z e onsiderando que o ampoelétrio é medido em unidades de√~ω/2ǫ0V , a partir da equação (1.51) podemos esrevero operador ampo elétrio omo
Ê(x, t) = i

[

âei(kx−ωt) − â†e−i(kx−ωt)
]

= X̂ cos(kx− ωt+ π/2) + Ŷ sin(kx− ωt+ π/2), (1.83)onde os operadores Hermitianos X̂ e Ŷ são denominados operadores de quadratura doampo elétrio, e são de�nidos omo
X̂ = â + â†, Ŷ = −i[â − â†], (1.84)de forma que

[X̂, Ŷ ] = 2i, (1.85)portanto a relação de inerteza será
∆X̂∆Ŷ ≥ 1. (1.86)Em (1.83) existe uma fase de π/2 para que pudéssemos de�nir os operadores quadra-tura omo em (1.84). De fato, existe uma arbitrariedade de fase do ampo eletromagné-tio, de forma que podemos de�nir os operadores quadratura por,

X̂θ = âe−iθ + â†eiθ, Ŷ θ = −i[âe−iθ − â†eiθ], (1.87)onde Ŷ θ = X̂θ+π/2 é o operador onjugado de X̂θ. Essa arbitrariedade na fase é ontor-nada quando levamos em onta a fase relativa de um ampo em relação a um ampo deprova. Observamos que a relação de omutação e onseqüentemente a de inerteza sãoindependentes da fase θ, ou seja,
[X̂θ, Ŷ θ] = 2i, ∆X̂θ∆Ŷ θ ≥ 1. (1.88)No aso de um estado de váuo |0〉 a inerteza de qualquer quadratura do ampo éonstante, ou seja, ao alularmos a variânia de uma quadratura sobre o estado de váuo



1.5 Quadraturas do Campo Elétrio 19enontraremos
∆2

vacX
θ = 1 e ∆2

vacY
θ = 1. (1.89)Portanto, o estado de váuo é um estado de mínima inerteza, pois∆vacX

θ∆vacY
θ = 1.De�nimos então que o ruído de váuo sobre qualquer quadratura é hamado de ruídopadrão.Como os valores médios dos operadores de quadratura são enontrados diretamentenuma base de estados oerentes podemos representá-los num diagrama de Fresnel, �g.1.1, porém, a representação dos estados oerentes nesse diagrama não será dada por umponto, mas sim, por uma região devido ao prinípio da inerteza. O estado oerenteassim omo o váuo são estados de mínima inerteza, ou seja, a inerteza sobre qualquerquadratura será sempre igual ao ruído padrão. No diagrama de Fresnel o estado de váuoé representado por uma irunferênia de raio 1 entrada na origem, enquanto o estadooerente é representado por essa mesma irunferênia só que agora desloada de umadistânia igual a |α| da origem.Para um estado oerente em que o auto-valor do ampo elétrio é α = |α|eiϕ, podemosassoiar omo quadraturas amplitude e fase respetivamente [27℄,

p̂ = âe−iϕ + â†eiϕ, (1.90)
q̂ = −i[âe−iϕ − â†eiϕ], (1.91)quando 〈p̂〉 ≫ 1, de onde temos que,
〈p̂〉 = 2|α| e 〈q̂〉 = 0. (1.92)O nome designado a essas quadraturas pode ser melhor entendido ao analisarmos a�gura 1.1, de onde podemos ver que,

δÎ =
〈p̂〉
2
δp̂, (1.93)

δϕ̂ ∼= 2

〈p̂〉δq̂. (1.94)A partir das fórmulas aima vemos que a variânia do ruído de amplitude ∆2p̂vacé proporional à intensidade média do feixe, enquanto a variânia do ruído de fase éinversamente proporional à intensidade média do feixe.Lembrando que o operador intensidade é dado por Î = â†â e reesrevendo os ope-radores riação e aniquilação omo â = α + δâ e â† = α∗ + δâ†, podemos mostrar que
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Figura 1.1: Representação do estado oerente no diagrama de Fresnel. O estado de váuoseria representado pela mesma irunferênia só que agora entrada na origem.a equação (1.93) é valida quando fazemos δa†δa → 0. Apesar do operador Hermitianopara a fase não ser de fáil visualisação [28, 21℄, é possível mostrar que no limite de altasintensidades do ampo elétrio a expressão (1.94) é válida, de onde se tem
[δÎ, δϕ̂] = [p̂, q̂] = 1. (1.95)Como os nossos detetores são sensíveis à intensidade dos feixes, experimentalmentea medida do ruído padrão pode ser obtida medindo diretamente a variânia do ruído deintensidade ∆2Î de um estado oerente, ou a partir de uma deteção balaneada, ou seja,dividindo um feixe em duas partes de mesma intensidade e em seguida subtraindo o ruídode ada parte e alulando a variânia do resultado [11℄. Assim, a partir da equação (1.93)segue que,

∆2Î = ∆2
vacp̂〈Î〉 = β〈Î〉. (1.96)Vimos na seção 1.4.1 que a variânia do ruído de intensidade da luz poissoniana seráproporional à intensidade do feixe, onsequênia do fato da variânia do número de fótonsser igual à média do número de fótons desse feixe. Esse tipo de ruído é araterístio desistemas granulares, sendo por esse motivo denominado omo "shot noise". Assim, sãoexemplos de "shot noise"o ruído gerado devido à olisão de um feixe de elétrons no anodode uma válvula, ou a �utuação da esala de uma balança provoada pela queda de grãosde areia no seu prato.Então, fazendo a medida da potênia de ruído para vários valores de intensidade



1.5 Quadraturas do Campo Elétrio 21podemos montar um grá�o de ∆2Î × 〈Î〉. Mantendo o jargão empregado no laboratório,hamaremos de alibração do "shot noise"a determinação do oe�iente angular da retaque ajusta os pontos medidos. Essa onstante de proporionalidade inlui já todos osganhos eletr�nios empregados tanto na etapa de alta frequênia, empregada na medidado ruído, quando na etapa de baixa frequênia, onde medimos a intensidade média. Comessa medida podemos normalizar todos os valores de ruído medidos em nosso experimentopelo "shot noise".
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Figura 1.2: Exemplo de alibração do "shot noise"usando um feixe oerente de luz de 532nm É importante enfatizar que omo os nossos detetores medem somente a intensidadedo ampo, portanto, a medida do ruído de outras quadraturas, que não seja a quadraturaamplitude, não pode ser feito diretamente. Sendo assim, devemos usar meios alternativospara medir o ruído de outras quadraturas, os quais serão expliados nas próximas seções.1.5.1 Estados omprimidosOutra lasse de estados de inerteza mínima são os estados omprimidos do ampoeletromagnétio, esses estados são de natureza totalmente quântia [29, 30, 31℄. Umestado omprimido é araterizado por uma de suas quadraturas ter um ruído menor queo ruído padrão, e a quadratura onjugada um ruído maior que o ruído padrão, de forma



22 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântiaque o produto das inertezas de ambas quadraturas respeite o prinípio da inerteza, ouseja,
∆Xθ = e−r e ∆Y θ = er. (1.97)Estados dessa natureza podem ser obtidos por uma transformação unitária sobre ováuo e em seguida apliando o operador desloamento, isto é,

|α, ǫ〉 = D(α)S(ǫ) |0〉 . (1.98)O operador S(ǫ) é denominado operador de "squeezing"ou ompressão e é dado por
S(ǫ) = eǫ∗a2−ǫa†2

. (1.99)onde ǫ = r
2
e2iφ, r é denominado fator de ompressão ou squeeze, enquanto φ vai indiar aquadratura de ompressão máxima em relação ao argumento de α.Na �gura 1.3 vemos a representação de um estado omprimido no diagrama de Fresnel.

Figura 1.3: Representação de um estado omprimido no diagrama de Fresnel
Em (1.98) aso não apliquemos o operador desloamento riamos um estado hamadode váuo omprimido. Diversos grupos em todo mundo produzem esse tipo de estadousando OPO's tipo I abaixo do limiar de osilação em experimentos relaionados prini-palmente ao estudo da informação quântia [32℄.



1.6 Espaço das freqüênias 231.6 Espaço das freqüênias
Como vimos anteriormente, podemos reesrever os nossos operadores de riação eaniquilação omo o seu valor médio mais um termo de �utuação, ou seja,

â(t) = α + δâ(t), (1.100)
â†(t) = α∗ + δâ†(t). (1.101)Em nosso experimento os feixes tratados são monoromátios e intensos, om isso agrande maioria dos fótons se enontram em uma freqüênia ótia ω, denominada bandaentral, mas também apresentam �utuações om um número pequeno de fótons emfreqüênias ω ±Ω (Ω ≪ ω), ompondo as bandas laterais. Sendo assim, a físia do nossosistema pode ser mais failmente entendida no domínio das freqüênias, então, tomandoa transformada de Fourier do operador de aniquilação temos [16℄

a(Ω) =

∫

dteiΩt (α + δâ(t)) , (1.102)
= αδ(Ω) + δâ(Ω). (1.103)De�nimos a transformada de Fourier sobre o operador de riação omo
δâ†(Ω) = [δâ(Ω)]† . (1.104)A relação de omutação entre os operadores de riação e aniquilação no domíniotemporal é dada por [δâ(t), δâ†(t′)] = δ (t− t′), portanto no domínio das freqüênias essarelação de omutação será dada por

[

δâ (Ω) , δâ† (Ω′)
]

= 2πδ (Ω − Ω′) . (1.105)Assim, tomando a transformanda de Fourier dos operadores de quadratura dados nasequações (1.87) teremos que
δX̂θ (Ω) = e−iθδâ (Ω) + eiθδâ† (−Ω) , (1.106)
δŶ θ (Ω) = −i[e−iθδâ (Ω) − eiθδâ† (−Ω)]. (1.107)Pela hermitiidade dos operadores de quadratura no domínio temporal segue,

[

δX̂θ (Ω)
]†

= δX̂θ (−Ω) ,
[

δŶ θ (Ω)
]†

= δŶ θ (−Ω) . (1.108)



24 1 Coneitos preliminares emÓtia QuântiaVemos então, que a relação de omutação entre esses operadores é dada por
[

δX̂θ (Ω) , δŶ θ (Ω′)
]

= 4πiδ (Ω − Ω′) . (1.109)1.6.1 Espetro de ruídoComo vimos nas seções anteriores, os termos de �utuação de nossos operadores apre-sentam toda a natureza quântia dos proessos físios envolvidos no sistema, pois essessão tratados a prinípio omo operadores sendo que os valores médios são números quedevem estar de aordo om a teoria lássia. Sendo assim, vamos de�nir o espetro deruído de nossos operadores de quadratura omo [11℄
〈δX̂θ (Ω) δX̂θ (−Ω′)〉 = 2πδ(Ω − Ω′)SXθ (Ω) . (1.110)O espetro de ruído SXθ (Ω) é proporional à variânia de uma quadratura δXθ (−Ω′)a menos de uma divergênia que deve ser removida. De fato, experimentalmente essadivergênia não existe pois se mede o espetro de ruído num intervalo de tempo �nito,sendo que ainda a freqüênia Ω é de�nida dentro de uma erta largura, além de usarmos�ltros de freqüênia [33℄. Sendo assim, nos nossos experimentos temos que

∆2X̂θ(Ω) ∝ SXθ (Ω) . (1.111)Como vimos na seção , a variânia do ruído de váuo e dos estados oerentes paraqualquer quadratura serão normalizadas pelo "shot noise"de forma que sejam igual aunidade. Logo teremos que, Svac
Xθ (Ω) = 1.1.7 Equação MestraDevido ao aoplamento do sistema om ambiente existe um proesso de perda asso-iado a todo sistema físio. De maneira genéria, iremos onsiderar um sistema regidopela Hamiltoniana Ĥs e o ambiente será onsiderado omo um reservatório térmio dadopor um onjunto de osiladores harm�nios que têm sua evolução temporal desrita pelaHamiltoniana ĤR. Supondo que o sistema interaja fraamente om o reservatório térmioatravés da Hamiltoniana V̂ , logo a evolução temporal do operador densidade total querepresenta tanto o sistema quanto o reservatório será [16℄

d

dt
ρ̂T = − i

~

[

Ĥs + ĤR + V̂ , ρ̂T

]

. (1.112)



1.8 Espaço de Fase Quântio e Função de Wigner 25O operador densidade do sistema é obtido alulando o traço parial sobre as variáveisdo reservatório, ou seja,
ˆρ(t) = trR [ρ̂T (t)] . (1.113)Dado um sistema físio desrito omo um onjunto de osiladores harm�nios defreqüêia ω0 (omo por exemplo f�nons numa rede ristalina ou fótons em uma avidade),podemos modelar a interação do sistema om o ambiente pela hamiltoniana [31℄,

V̂ (t) = ~
[

â†Γ̂(t)eiω0t + âΓ̂†(t)e−iω0t
]

, (1.114)onde
Γ̂(t) =

∑

j

gj b̂je
−iωjt, (1.115)sendo que b̂j e b̂†j são operadores de riação e aniquilação do ambiente relaionados a ummodo om freqüêniia ωj, e gj é um termo de aoplamento.Assumindo que o sistema é iniialmente desaoplado do meio, ao retirarmos o traçoparial da matriz densidade em relação aos auto-estados do banho térmio, enontramosuma equação para a matriz densidade referente ao sistema, denominada equação mestra,que é dada pela seguinte fórmula quando a temperatura do banho térmio é nula,

d

dt
ρ̂ = − i

~

[

Ĥs, ρ̂
]

+ Λ̂ρ̂, (1.116)onde Λ̂ é o operador de Lindblad [31℄,
Λ̂ρ̂ = γ

(

2âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â
)

. (1.117)Assim, o operador de Lindblad representa as perdas do sistema para o ambiente apartir de um aoplamento do mesmo om os modos do váuo através dos operadoresde riação e destruição do próprio sistema. Nas referênias [31, 16℄ mostra-se que γ =

ρ(ω)2g(ω)2 é uma onstante de aoplamento. Onde ρ(ω) é a densidade de estados dosistema om freqüênia ω, e g(ω) é o termo de aoplamento do váuo para a freqüênia
ωj = ω.1.8 Espaço de Fase Quântio e Função de WignerNa Meânia Clássia qualquer sistema pode ser desrito por uma função de probabi-lidade f({q}, {p}), {q} = {q1, q2, . . . , qn}, {p} = {p1, p2, . . . , pn} no espaço de fase, tal que



26 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântia
f({q}, {p})dNqdNp fornee a probabilidade de enotrarmos o sistema lássio no volume
dNqdNp entrado em torno do ponto ({q}, {p}). No entanto, na Meânia Quântia nãoé possível de�nir pontos no espaço de fase, pois pi e qi são dados por operadores quenão podem ser medidos simultaneamente om preisão in�nita. Apesar disso, podemosde�nir distribuições de quasi-probabilidade para sistema quântios. Devido a não omu-tatividade dos operadores de posição e momento [34℄, existem vários tipos de funções dedistribuição, sendo as mais onheidas a função-P de Glauber, função-Q de Husini, e fun-ção de Wigner [31, 16℄. Nessa dissertação trataremos somente sobre a função de Wignerpor motivos que �arão laros ao longo do texto.Para um sistema quântio onstituído de vários outros subsistemas, e em analogia asistemas lássios, podemos de�nir um operador vetorial ξ̂ de 2N dimensões, a partir dopar de operadores posição e momento (p̂i, q̂i) que estão relaionados a ada subsistema[35, 13℄,

ξ̂ = {p̂1, q̂1, . . . , p̂N , q̂N}. (1.118)Assim, relação de omutação entre os operadores de ada subsistema pode ser esritaomo
[ξ̂i, ξ̂j] = 2iΩij , (1.119)onde Ω é uma matriz dada por,

Ω =
N
⊕

k=1

J, J =

(

0 1

−1 0

)

. (1.120)A função de Wigner foi a primeira função de quasi-probabilidade de�nida, sendointroduzida por Wigner em 1932 [36℄. Para um únio subsistema, podemos introduzir afunção de Wigner a partir da função araterístia que é de�nida por
χW (η, η∗) = tr

[

eηâ†−η∗âρ
]

= tr
(

D̂ρ̂
)

, (1.121)onde D̂ = eηâ†−η∗â é o operador desloamento.Com isso, de�nimos a função de Wigner pela transformada de Fourier da funçãoaraterístia, ou seja,
W (α, α∗) =

1

π2

∫

d2ηeη∗α−ηα∗

χW (η, η∗) . (1.122)Podemos esrever a função de Wigner em termos dos auto-valores dos operadores



1.8 Espaço de Fase Quântio e Função de Wigner 27quadratura posição q̂ e momento p̂, omo foi proposto iniialmente por Wigner [16, 13℄,
W (p, q) =

1

π

∫

dp′ 〈p− p′| ρ̂ |p+ p′〉 e2ip′q. (1.123)No aso mais geral, onde existem vários subsistemas podemos generalizar a função deWigner fazendo,
W (x,y) =

1

πN

∫

dx′ 〈x − x′| ρ̂ |x + x′〉 e2ix′·y, (1.124)onde x = (p1, . . . , pn) e y = (q1, . . . , qn).A função de Wigner apresenta propriedades ompatíveis om distribuições de pro-babilidade pois ela é uma função real e normalizável. Além disso, ela é muito útil paraaharmos os valores médios do produto de operadores quando esses são esritos em ordemsimétria, ou seja,
〈{p̂nq̂m}sim〉 =

∫

dpdqpnqmW (p, q), (1.125)ou
〈{ân(â†)m}sim〉 =

∫

d2ααn(α∗)mW (α, α∗). (1.126)O produto em ordem simétria de operadores quer dizer que eles estarão multipliadosde todas as maneiras possíveis, por exemplo,
{â(â†)}sim =

1

2
(ââ† + â†â). (1.127)Portanto, perebemos que a função de Wigner permite uma grande simpli�ação notratamento de sistemas quântios, pois permite representar um vetor de operadores porum vetor de números reais, ou seja,

ξ̂ = {p̂1, q̂1, . . . , p̂N , q̂N} → ξ = (p1, q1, . . . , pN , qN). (1.128)Apesar dessas araterístias a função de Wigner é uma distribuição de quasi-proba-bilidade pois pode apresentar valores negativos, sendo esta uma das assinaturas de que oestado representado é gerado por fontes não-lássias. Mas além dos estados om valoresnegativos deW , existem outros estados om araterístias instrinseamente quântias quepodem ser observadas na função deWigner mesmo quando esta apresenta uma distribuiçãogaussiana, omo por exemplo a ompressão de ruído. Exemplos destes estados serãoabordados nesta dissertação.



28 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântia1.8.1 Matriz de ovariânia e Relação de InertezaReesrevendo o operador de quadratura ξ̂ um termo de valor médio mais um termode �utuação, ξ̂ = ξ + δξ̂, podemos alular as orrelações simetrizadas entre suas om-pontentes, ou momentos de segunda ordem, e organizá-los numa matriz denominada deMatriz de Covariânia,
〈{δξ̂nδξ̂m}sim〉 =

1

2
〈{δξ̂n, δξ̂m}〉 = Vnm. (1.129)A partir da equação (1.125), vemos que os termos da matriz de onvariânia podem seralulados diretamente a partir da função de Wigner,

Vnm =

∫

d2NξW (ξ)δξnδξm. (1.130)Uma matriz de ovariânia V orrespondente a um estado físio deve ser real positivae simétria. A partir da de�nição dos termos da matriz de ovariânia (1.129), segue,
〈δξ̂nδξ̂m〉 = tr

(

ρ̂
[δξ̂n, δξ̂m]

2
+ ρ̂

{δξ̂n, δξ̂m}
2

)

= Vnm + iΩnm. (1.131)Como ρ̂ é positivo e os elementos do operador quadratura δξ̂ são hermitianos [37℄,teremos que
V + iΩ ≥ 0. (1.132)Esse resultado tem grande importânia pois orresponde ao prinípio da inerteza emuma forma mais genéria. Por exemplo, onsiderando apenas um únio sistema a matrizde ovariânia será dada por [38℄,

V =

(

∆2q Cqp

Cqp ∆2p

)

,onde o termo Cqp é a orrelação entre os operadores p̂ e q̂ e é de�nida por,
Cqp =

1

2
〈{δp̂, δq̂}〉 (1.133)Assumindo que Cqp é nulo e alulando os auto-valores da equação (1.131) enontra-remos (∆2q − λ)(∆2p− λ) = 1. Portanto, ao se impor a positividade dada na inequação(1.132), ou seja, λ ≥ 0, ver�a-se que é neessário que ∆2p∆2q ≥ 1, que é o Prinípioda Inerteza de Heisenberg. Com isso, reuperamos totalmente os resultados obtidos na



1.8 Espaço de Fase Quântio e Função de Wigner 29seção 1.11.8.2 Estados GaussianosExiste uma lasse de estados físios em variáveis ontínuas que tem suas funõesde Wigner ompletamente araterizada pela matriz de ovariânia. Esses estados sãodenominadas estados gaussianos, e suas funções de Wigner são dadas por [39, 13℄,
W (ξ) =

1

πN |V |1/2
exp(−1

2
ξV ξT ). (1.134)

(a) Função de Wigner de um es-tado oerente de amplitude α =
10

(b) Função de Wigner para umestado omprimido de amplitude
α = 10 e fator de ompressão r =
1/4Figura 1.4: Funções de Wigner de um estado oerente 1.4(a) e de um estado omprimido1.4(b)Os estados Gaussianos são enontrados em uma grande gama de experimentos. Porexemplo, o estado oerente |α〉 = |X + iY 〉, onde X̂ e Ŷ são as quadraturas dadas em(1.84), tem sua função de Wigner dada por uma distribuição Gaussiana entrada em α,

W (x, y) =
2

π
exp

[

−(x−X)2

2
− (y − Y )2

2

]

. (1.135)Já o estado omprimido terá sua função de Wigner omo uma Gaussiana que seráahatada em uma das quadraturas e alongada em outra,
W (x, y) =

2

π
exp

[

−e
−2r(x−X)2

2
− e2r(y − Y )2

2

]

. (1.136)Para estados número a função de Wigner é dada por,
W (x, y) =

2

π
(−1)nLn(4r2)e−2r2

, (1.137)
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(a) Função de Wigner de um es-tado de váuo (b) Função de Wigner para umestado de número n = 3Figura 1.5: Funções de Wigner para o estado de váuo 1.5(a) e para um estado de Fok1.5(b)onde r2 = x2 + y2 e Ln são polin�mios de Laguerre que na fórmula de Rodrigues sãoesritos omo [19℄,

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn

(

xne−x
)

. (1.138)Com isso, podemos observar que os estados de Fok não são estados gaussianos, alémdisso, a função de Wigner para esses estados sempre apresenta valores negativos, exetopara o estado do váuo que será uma Gaussiana entrada na origem.1.9 Equação de Fokker-Plank e Equação de LangevinA equação de Fokker-Plank é uma equação diferenial parial de segunda ordem paraa evolução temporal de uma distribuição de probabilidade Ψ (~x). Esse tipo de equação foiprimeiramente utilizada no estudo do movimento estoástio de pequenas partíulas que�am suspensas em superfíies de liquídos, onheido omo movimento Browniano [40℄.
∂

∂t
Ψ (~x) =

[

− ∂

∂xj
Aj (~x) +

1

2

∂

∂xi

∂

∂xj
Dij (~x)

]

Ψ (~x) . (1.139)O termo A = Aj atua sobre o valor médio da distribuição de probabilidade sendodenominado assim de vetor de arrasto, já o termo D = Dij , é responsável pelo alargamentoda distribuição sendo denominado de termo de difusão.No entanto, a equação de Fokker-Plank pode ser representada de maneira omple-tamente equivalente por equações de Langevin, que são equações difereniais estoástias[40, 31℄,
d~x

dt
= A (~x, t) + E (~x)B (t) , (1.140)



1.9 Equação de Fokker-Plank e Equação de Langevin 31de tal forma que BBt = D, sendo que E é um vetor de forças estoástias tal que
〈E (t)〉 = 0 e 〈Ei (t)Ej (t)〉 = δijδ (t− t′).Como vimos na seção 1.8, existe uma equivalênia no tratamento de um estado quân-tio a partir de sua matriz densidade e a partir de sua função de Wigner. Logo, aevolução temporal de um sistema quântio, que é dada pela equação mestra para a matrizde densidade (seção 1.7) pode ser transformada numa equação de movimento para essadistribuição de probabilidade. Caso essa equação de movimento não tenha derivadas deordem maior que dois ela será uma equação Fokker-Plank para função de Wigner 3.Portanto, esrevendo o operador desloamento em ordem normal D̂ = e−

1

2
ηη∗
eηâ†

e−η∗âe tomando a derivada em relação a η enontramos,
∂

∂η
D̂ = −1

2
η∗D̂ + â†D̂, (1.141)de onde perebemos a relação,

â†D̂ =

(

1

2
η∗ +

∂

∂η

)

D̂, (1.142)tomando a derivada em relação a η∗ enontraremos que
D̂â = −

(

1

2
η +

∂

∂η∗

)

D̂. (1.143)Esrevendo o operador desloamento em ordem antinormal D = e
1

2
ηη∗
e−η∗aeηa† , demaneira análoga, ao alularmos a derivada em relação a η e η∗ enontraremos

D̂â† =

(

−1

2
η∗ +

∂

∂η

)

D̂, (1.144)
âD̂ =

(

1

2
η − ∂

∂η∗

)

D̂. (1.145)Portanto, tomando a transformada de Fourier sobre o traço das relações (1.142)-(1.145) vezes a matriz de densidade, podemos mostrar que fazer uma operação sobre a
3Como veremos adiante, é neessário algumas aproximações para que a equação de movimento dafunção de Wigner do OPO operando aima do limiar se torne uma equação de Fokker-Plank.



32 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântiamatriz densidade orresponde a uma operação sobre a função de Wigner,
âρ→

(

α +
1

2

∂

∂α∗

)

W (α, α∗) ; (1.146)
â†ρ→

(

α∗ − 1

2

∂

∂α

)

W (α, α∗) ;

ρ̂â→
(

α− 1

2

∂

∂α∗

)

W (α, α∗) ;

ρ̂â† →
(

α∗ +
1

2

∂

∂α∗

)

W (α, α) .1.10 Medida de QuadraturasUm método muito ultilizado para medir as quadraturas do ampo eletromagétio éa deteção homodina, esse método onsiste em misturar, utilizando um divisor de feixes50:50, um feixe α que se quer medir om um feixe geralmente muito mais intenso e demesmo omprimento de onda hamado de osilador loal αLoc.

Figura 1.6: HomodinagemOs ampos de saída serão dados por,
α1 =

α + αLoc√
2

e α2 =
α− αLoc√

2
. (1.147)As intensidade dos ampos de saída são dadas por I1 = α1α

∗
1 e I2 = α2α

∗
2, tomando asubtração da intensidade dos dois ampos enontramos,

I− = αα∗
Loc + α∗αLoc = |αLoc|(αeiθ + α∗e−iθ), (1.148)onde αLoc = |αLoc|eiθ. Variando a fase do osilador loal θ relativa entre os dois am-pos, podemos aessar qualquer quadratura do ampo que se deseja medir as quadraturas.Como foi dito, a deteção homodina só pode ser usada quando os ampos de prova e o



1.10 Medida de Quadraturas 33osilador loal tiverem a mesma freqüênia. No aso do nosso experimento, não ontro-lamos a freqüênia dos feixes gêmeos gerados pelo OPO, por esse motivo, o método dadeteção homodina não pode ser empregado.1.10.1 Cavidades ÓtiasAs avidades ótias usadas em nosso laboratório podem ser representadas por avi-dades Fabry-Perot. Nessas avidades o espelho om re�exão R1 é hamado de espelhode aoplamento, enquanto que o espelho altamente re�etor de re�exão R2 representa asperdas espúrias da avidade, por onde modos de váuo são aoplados ao sistema [11℄.
Figura 1.7: Cavidade Fabry-PerrotAs amplitudes dos ampos re�etidos ER e transmitidos ET pela avidade , assim omoos ampos intraavidade Ec e Ec′, dependem da distânia entre os dois espellhos. Logo,temos que os ampos re�etido e transmitido pela avidade serão dados por,

ER(L) = r(L)Ein e ET (L) = t(L)Ein. (1.149)Os oe�ientes de re�exão r(L) e transmissão t(L) são
r(L) =

r1 − r2e
ikL

1 − r1r2eikL
e t(L) =

t1t2e
ikL/2

1 − r1r2eikL
, (1.150)em que r1 =

√
R1 e r2 =

√
R2. Com isso podemos alular a re�exão mínima e a trans-missão máxima de intensidade da avidade, observadas quando o tamanho da avidade éum multiplo inteiro do omprimento de onda. Nessa situação dizemos que a avidade seenontra em ressonânia,

Rmin =

(√
R1 −

√
R2

)2

(

1 −
√
R1R2

)2 , (1.151)
Tmax = 1 − Rmin. (1.152)Outros parâmetros importantes para a araterização de avidades ótias são o inter-



34 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântiavalo espetral livre ∆νc, a largura de banda δνc, e a Finesse F da avidade. O intervaloespetral livre é dado pelo inverso do tempo τ que um fóton leva para peorrer o períme-tro L da avidade, isto é, ∆νc = τ−1 = c/L, onde c é a veloidade da luz no interior daavidade.A largura de banda da avidade é duas vezes a distânia em freqüênia do ponto deressonânia até o ponto onde a intensidade transmitida seja metade da intensidade datransmissão máxima,
δνc =

2

πτ

[

arcsin

(

1 −
√
R1R2

2(R1R2)1/4

)]

≈ 1

πτ

1 −
√
R1R2

(R1R2)1/4
. (1.153)A Finesse é um parâmetro que representa a qualidade da avidade, ela india o seupoder de resolução espetral, de�nimos a �nesse omo a razão entre o intervalo espetrallivre e a largura de banda da avidade,

F =
∆νc

δνc
. (1.154)No limite de alta �nesse, ou seja, quando T1 e T2 são pequenos, a �nesse fornee umamedida direta das perdas da avidade,

F =
2π

T1 + T2

. (1.155)Dadas essas grandezas podemos de�nir uma outra denominada dessintonia relativa alargura de banda que é de�nida por
∆ =

ν − νc

δνc

, (1.156)onde νc é a freqüênia de ressonânia da avidade e ν é a freqüênia ótia do feixe insidente.Com isso, não é muito difíil de se mostrar que podemos reesrever os oe�ientes detransmissão e re�exão de uma avidade omo,
r(∆) =

r1 − r2e
i∆/F

1 − r1r2ei∆/F
e t(∆) =

t1t2e
i∆/2F

1 − r1r2ei∆/F
. (1.157)Um efeito muito importante a ser notado, é que quando um determinado ampoinide sobre uma avidade ótia o ampo re�etido, além de sua intensidade ser atenuadade R(∆) = |r(∆)|2, também ganha uma fase que depende da dessintonia da avidade

eiϕr = r(∆)/|r(∆)|. Como podemos observar na �gura 1.8 a intensidade da luz varia oma dessintonia da avidade através de uma lorentizana, enquanto a fase reebida varia de



1.10 Medida de Quadraturas 35aordo om uma função arotangente.

Figura 1.8: A �gura de ima mostra a variação do oe�iente de re�exão da intensidadeda luz em relação a dessintonia da avidade, já a �gura de baixo mostra a fase do feixere�etido em função da dessintonia.1.10.2 Auto HomodinagemNessa seção analisaremos o efeito de uma avidade ótia sobre as bandas laterais deum feixe intenso, veri�ando assim, que é possível a partir desse efeito ter aesso ao ruídode todas as quadraturas do ampo inidente a partir do giro da elipse de ruído do feixeinidente na avidade. Como o prinípio básio desse método é a interferênia do feixere�etido pela avidade om o feixe intraavidade que é transmitido, e em analogia omo método da deteção homodina, denominaremos esse método de deteção auto-homodina.Esse efeito foi primeiramente proposto na referênia [41℄ e foi estudado em teses de dou-torado do nosso grupo [11, 13℄, um resumo sobre esse assunto pode ser enontrado narefêrenia [42℄.Fazendo a deomposição do ampo em termos de uma banda entral e ruído nasbandas laterais podemos analisar qual é a in�uênia de uma avidade ótia sobre essestermos no espaço de freqüênias. A expressão para o zero da banda entral re�etido pelaavidade deve ser
αR(0) = r(∆)αin(0). (1.158)Lembrando que assoiado às perdas espúrias da avidade teremos que modos de vá-



36 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântiauo serão aoplados ao ampo re�etido a partir da transmissão da avidade, então asexpressões para as bandas laterais re�etidas pela avidade serão
δαR(ν ′) = r(∆ + ν ′)δαin(ν ′) + t(∆ + ν ′)δαv(ν

′),

δα∗
R(−ν ′) = r(∆ − ν ′)δα∗

in(−ν ′) + t∗(∆ − ν ′)δα∗
v(−ν ′), (1.159)onde ν ′ = ν/δνc é a freqüênia de análise relativa a largura de banda da avidade.É importante notar dessas expressões que omo as bandas laterais tem uma freqüêniaum pouo diferente da banda entral, o efeito da avidade ótia sobre ada banda irádepender de sua freqüênia própria. Logo, ada termo do ampo será atenuado por umfator |r(ϑ)| e reberá uma fase

eiθR(ϑ) = r(ϑ)/|r(ϑ)|, (1.160)onde ϑ é o argumento da função.Com isso posto, e a partir das de�nições (1.91) e (1.106), podemos esrever a expressãopara a quadratura amplitude do ampo re�etido pela avidade omo
δpR(∆, ν ′) =

α∗
R

|αR|
δαR(ν ′) +

αR

|αR|
δα∗

R(−ν ′). (1.161)Reesrevendo os termos de �utuação do lado direito da expressão (1.159) em suas om-ponentes amplitude a fase e substituindo na equação anterior, teremos que a quadraturaamplitude do feixe re�etido será dada por
δpR(∆, ν ′) = gp(∆, ν

′)δpin + igq(∆, ν
′)δqin + gvp(∆, ν

′)δpv + igvq(∆, ν
′)δqv, (1.162)onde,

gp(∆, ν
′) =

1

2
[e−iθR(∆)r(∆ + ν ′) + eiθR(∆)r∗(∆ − ν ′)],

gq(∆, ν
′) =

1

2
[e−iθR(∆)r(∆ + ν ′) − eiθR(∆)r∗(∆ − ν ′)],

gvp(∆, ν
′) =

1

2
[e−iθR(∆)t(∆ + ν ′) + eiθR(∆)t∗(∆ − ν ′)],

gvq(∆, ν
′) =

1

2
[e−iθR(∆)t(∆ + ν ′) − eiθR(∆)t∗(∆ − ν ′)]. (1.163)Portanto, a partir da equação (1.110), o espetro de ruído da quadratura amplitudedo feixe re�etido será dado por

SR(∆, ν ′) = 〈δpR(∆, ν ′)δpR(∆,−ν ′)〉, (1.164)



1.10 Medida de Quadraturas 37então, pela equação (1.162) segue,
SR(∆, ν ′) = |gp(∆, ν

′)|2Sp(ν
′) + |gq(∆, ν

′)|2Sq(ν
′) + |gvp(∆, ν

′)|2 + |gvq(∆, ν
′)|2. (1.165)A equação (1.165) foi obtida normalizando as auto-orrelações de amplitude e fase dováuo a 1, e além disso, onsideramos a orrelação entre as quadraturas amplitude e fasedo ampo inidente nulas, Cpq = 0, onde

δ(ν ′ − ν ′′)Cpq =
1

2
〈{δp(ν ′), δq(ν ′′)}〉. (1.166)Quando a orrelação entre essas quadraturas é diferente de zero, podemos prourarum novo sistema de ordenadas no qual a orrelação entre as novas quadraturas se anulem,esse assunto é expliado mais detalhadamente na referênia [11℄.

Figura 1.9: Espetro de ruído de amplitude do feixe re�etido pela avidade ótia para trêsdiferentes freqüênias de análise. O ruído de amplitude do feixe de entrada era SP = 0.5enquanto o ruído de fase do feixe de entrada era Sq = 2Podemos entender o real efeito da avidade sobre as quadraturas do feixe re�etidoobservando o grá�o 1.9. Para dessintonias muito grandes, a avidade funiona apenasomo um espelho, sendo assim, nessa ondição o ruído re�etido pela avidade será o ruídode amplitude do feixe de entrada. No entanto, para as freqüênias de análise ν ′ = 2 e ν ′ =

4, perebemos que o ruído de amplitude do feixe de entrada é onvertido ontinuamenteem ruído de fase para quatro valores de dessintonia. Duas dessas onversões oorremquando a dessintonia da avidade é aproximadamente igual a freqüênia de análise, ouseja, quando ∆ = ν ′. As outras duas onverssões oorrem quando a dessintonia daavidade é ∆ = 0.5, que é a região onde a transmissão da avidade é igual a metade datransmissão máxima.Como podemos pereber por esse mesmo grá�o, o ruído de amplitude não é to-



38 1 Coneitos preliminares emÓtia Quântiatalmente onvertido em ruído de fase para a freqüênia de análise ν ′ = 1, isso oorre,pois a onversão ompleta de ruído de amplitude em ruído de fase oorre somente parafreqüênias de análise ν ′ > √
2, essa ondição pode ser demonstrada ao impormos que

θR(∆) − θR(∆ − ν ′) ≥ π/2 sobre a equação (1.160) [11℄.

Figura 1.10: Diferença de fase entre as bandas laterais e a banda portadora para umafreqüênia de análise ν ′ = 6, a desontinuídade no grá�o é devido ao fato da diferençade fase ser alulada em modulo(π).O efeito das perdas espúrias, introduzido pelo aoplamento do váuo nesse método,é o de atenuar o ruído das quadraturas quando a avidade está em ressonânia om asbandas laterais. Já quando ela está em ressonânia om a portadora o ruído é re�etido ea elipse girada ompletamente, sem que nenhum outro ruído seja adiionado. Isso é umadas vantagens sobre o métodos tradiionais de deteção homodina, pois nesses métodos,o ruído do feixe a ser medido é adiionado ao ruído de amplitude do feixe intenso, quegeralmente é o ruído de váuo.Com isso, temos desenvolvido em nosso grupo um exelente meio de se medir o ruídode qualquer quadratura dos feixes intensos gerados no laboratório. Por aessarmos todasas quadraturas do feixe, é possível fazer a reonstrução ompleta da função de Wigner(ou tomogra�a) dos feixes gerados [43, 44℄.



39
2 Emaranhamento
2.1 Paradoxo EPREm 1935 Einstein, Podolsky e Rosen [5℄ em um trabalho entitulado "Can QuantumMehanis Desription of Physial Reality be Considerd Complete?" evideniaram um es-tranho omportamento de sistemas quântios na tentativa de mostrar que a teoria quântianão era uma teoria ompleta, apesar de expliar dados experimentais, sendo neessárioque ela fosse omplementada por informações que ainda estavam oultas. Para isso, elesde�niram que existe um elemento de realidade físia (Realismo loal) quando, sem quese pertube um sistema, for possível prever uma grandeza físia om erteza absoluta (i.e.probabilidade igual a um).Dada essa de�nição de realidade físia, eles propuseram um experimento mental (Gen-dankenexperiment) no qual duas partíulas são oloadas próximas uma da outra paraque interajam entre si. Em seguida, essas partíulas são separadas até que não existamais nenhuma interação entre elas, sendo que distânia entre elas é bem determinada, ouseja, x1 − x2 = L. Além disso, por onservação de momento a soma dos momentos daspartíulas em relação ao entro de massa deve ser nulo (p1 + p2 = 0).A função de onda desse estado na representação da posição será Ψ(x1 − x2) = δ(x1 −
x2 − L) e na representação dos momentos será Ψ(p1 + p2) = δ(p1 + p2). Usando essafunção de onda eles exempli�am um aparente paradoxo na meânia quântia, pois, porexemplo, se medíssemos a posição x1 de uma partíula determinaríamos om preisãoabsoluta a posição x2 da segunda partíula. No entanto, se no mesmo instante que forefetuada a medida de x1 na primeira partíula, for medido o momento p2 da segundapartíula, pode-se pensar que ouve uma violação do prinípio da inerteza de Heisenberg,além de uma aparente violação da ausalidade.A violação do prinípio da inerteza se daria pois teríamos aesso ao mesmo tempo aovalor de dois observáveis que não omutam entre si. Além disso, haveria uma violação da



40 2 Emaranhamentoausalidade, pois a informação obtida na medida da partiula 1 seria transferida para apartíula 2 instantaneamente, ou seja, essa informação seria transmitida numa veloidadeaima da veloidade da luz no váuo.De fato, a interpretação de Einstein sobre realidade físia está de aordo om teoriaslássias, o que levaria a essas ontradições. Esse trabalho teve impliações profundasno estudo de sistemas quântios por expliitar uma propriedade até então não analisada.Já nesse mesmo ano, Niels Bohr publiou um trabalho de mesmo título em resposta aotrabalho de Einstein [6℄. Nesse trabalho, de leitura difíil, Niels Bohr apresenta em umanota de rodapé uma transformação de variáveis de forma que o paradoxo mostrado porEinstein deixa de ser aparente. No entanto, a resposta de Niels Bohr não foi su�ientepara fehar a questão sobre o paradoxo EPR por de�nitivo. Em 1957 Bohm e Aharonov[45℄ propõem um experimento om spins nos moldes do trabalho de Eisntein para que sepudesse veri�ar ou não a teoria quântia.Assim, inspirado nesses trabalhos, somente em 1964 John Bell [4℄ resolveu a questãolevantada por Einstein , oloando o problema em uma base matemátia rigorosa. Nessetrabalho, Bell hega em uma série de desigualdades para orrelações de medidas, para asquais o limite superior é maior quando se assume que orrelações são quântias ao invésde lássias, ou seja, om isso ele mostrou que sistemas quântios apresentam uma maiororrelação que os sistemas lássios. Com isso, em 1969 Caluser, Horne, Shimony e Holty[46℄ propuseram um experimento novamente usando spins, para os quais eles obtiveramuma série de novas desigualdades fazendo om que o paradoxo EPR pudesse ser de fatotestado experimentalmente. Mais tarde esse onjunto de desigualdades �aram onheidasomo ritério CHSH.No entanto, o paradoxo mostrado por Einstein é apenas aparente, pois a MeâniaQuântia, ou mais preisamente, o prinípio da inerteza de Heisenberg, trata somente demedidas que foram realizadas experimentalmente, ou seja, medidas pelas quais o proessode medida ou aniquilou o estado ou reduziu o paote de onda [47℄. De forma que, noexperimento proposto por Einstein, um dos valores dos observáveis é inferido e outro é defato medido. Por esse mesmo motivo, vemos que não existe uma violação de ausalidade,pois o valor inferido sobre a posição da partíula dois deve ser transmitido para o loalonde foi feita a medida de seu momento numa veloidade menor ou igual a veloidade daluz no váuo.Atualmente, já foram realizados vários experimentos que violaram as desigualdadesde Bell [48℄ fazendo om que a hipótese de realismo loal perdesse grande parte do in-



2.2 Emaranhamento 41terresse. Iniialmente esses experimentos sofriam om a baixa e�ienia de deteção porserem feitos medindo polarização de fótons no regime de foto-ontagem. Porém, em 2001foram realizados experimentos usando ions armadilhados no qual a e�iênia de deteçãoé próxima de 100% [49℄.Nessa dissertação trataremos somente da interpretação usual da Meânia Quântia,deixando de lado as interpretações não an�nias e espeulações aera de sua ompleteza.Além dos trabalhos itados anteriormente, uma disussão mais aprofundada e didátiasobre o tema podem ser enontrados nas referênias [11, 50, 51℄.2.2 EmaranhamentoNa verdade, o paradoxo EPR enfatizou uma importante propriedade quântia denomi-nada emaramanhamento. O termo emaranhamento, no inglês "entanglement", apareeupela primeira vez em 1935 em um trabalho de Shrödinger [7℄ onde ele onsidera que essaé a propriedade mais marante da Meânia Quântia. Nesse artigo, Shrödinger diz queum estado emaranhado tem a araterístia de que o melhor onheimento do sistemaomo todo não neessariamente inlui o melhor onheimento sobre as partes.De maneira geral podemos desrever um estado quântio por intermédio da matrizdensidade do sistema, então a melhor maneira de de�nirmos o que é um sistema emara-nhado, é mostrando o que é um sitema não emaranhado, ou sistema sepáravel. Entãoum sistema onstituído de N sub-sistemas é dito separável quando a matriz densidadedo sistema ompleto pode ser esrita omo a produto externo das matrizes densidade deada sub-sistema [3, 11℄, ou seja, um sistema é dito separável quando
ρ̂sep =

∑

j

Pjρ̂
(1)
j ⊗ ρ̂

(2)
j · · · ⊗ ρ̂

(N)
j , (2.1)então quando um sistema não pode ser separado omo um produto tensorial de adasubsistema ele é denominado omo um sistema emaranhado.Sendo assim, as desigualdades de Bell e o ritério CHSH podem ser pensadas nãosomente omo uma validação da teoria quântia em detrimento de uma teoria de realismoloal, mas também, omo uma maneira de identi�ar estados emaranhados.Para veri�armos o grau de separabilidade de um sistema podemos testar todas aspossibilidade de separabilidade desse sistema dois a dois, e em seguida três a três e assimsuessivamente [52℄. De forma que, quando foi testada a separabilidade para todas as



42 2 Emaranhamentomaneiras possíveis de se dividir o sistema, dizemos que ele tem um emaranhamento N-partite genuíno.Os estados emaranhados são, atualmente, um importante objeto de pesquisa, poisalém de sua obtenção em laboratório e estudo teório serem uma prova de oneito es-senial da teoria quântia, esses estados são impresindíveis para a implementação daomputação quântia e estudo da informação quântia de maneira geral[3℄.Um dos maiores motivos pelo qual o paradoxo EPR foi onsiderado omo uma questãoaberta na teoria quântia é devido ao fato de que é muito difíil se produzir e medir estadosemaranhados em laboratório, além do fato de que quando esse tipo de estado é produzido,ele pode ser failmente perdido pelo seu aoplamento om o ambiente [53℄. O proessode perda de emaranhamento é denominado de deoerênia, e também é objeto de estudoem vários grupos de pesquisa em todo o mundo [54℄, pois ela é, alem de outras oisas, oprinipal limitante para a implementação da omputação quântia.
2.2.1 Critérios de EmaranhamentoEnontrar maneiras de se identi�ar o emaranhamento de um determinado sistemanão é uma tarefa simples, de forma que existem diferentes tipos de ritérios de emara-nhamento que podem ser usados em diferentes tipos de experimento, de aordo om suaespei�idade. Inspirado no paradoxo EPR, uma das primeiras propostas de se identi�aremaranhamento em meios ontínuos foi feita na referênia [8℄, artigo no qual foi propostoque os feixes sinal e omplementar do OPO aima do limiar poderiam ser emaranhados.A idéia desse artigo onsiste em medir os observáveis p1 e q1 e então inferir os valores
pinf

2 = gpp1 e qinf
2 = gqq1, om isso alularíamos a variânia inferida, portanto

∆(p1 − pinf
2 )∆(q1 + qinf

2 ) � 1. (2.2)Notemos que nesse ritério não existe nenhuma violação do prinípio da inertezade Heisenberg, já que as variânias são aluladas a partir de de valores inferidos. Agrande desvantagem desse método é que as onstantes gp e gq são aluladas onsiderandoque o estado do sistema seja puro, assim sendo, ao onsiderarmos um estado real essadesigualdade é muito restritiva, impossibilitando a araterização do emaranhamento doOPO. Nas próximas seções desse apítulo trataremos de ritérios de emaranhamento quesão genérios e não impõem nenhuma restrição sobre a pureza do sistema.



2.3 Positividade sob Transposição Parial 432.3 Positividade sob Transposição ParialAsher Peres em 1996 [55℄ prop�s uma maneira simples de veri�ar se um sistema apre-senta emaranhamento, usando araterístias que uma matriz densidade que representaum sistema físio deve obedeer.Seguindo o tratamento proposto no artigo, vamos supor um sistema omposto pordois sub-sistemas, aso esse sistema seja separável podemos esrever sua matriz densidadeomo,
ρ̂ =

∑

j

Pjρ̂
(1)
j ⊗ ρ̂

(2)
j . (2.3)Uma araterístia fundamental de uma matriz densidade é que ela é hermitiana epositiva, ou seja todos os autovalores de uma matriz densidade devem ser reais positivos.Para entender mais laramente o ritério de separabilidade é interessante esrever essamatriz de densidade em termos de suas omponentes,

ρmµ,nν =
∑

j

Pj(ρ̂
(1)
j )mn(ρ̂

(2)
j )µν , (2.4)os índies latinos se referem a primeiro sub-sistema enquanto os índies gregos se referemao segundo sub-sistema.De�nindo a uma nova matriz σ̂ tal que

σmµ,nν ≡ ρnµ,mν , (2.5)onde para hegarmos a essa nova matriz a únia oisa feita foi a transposição dos índieslatinos. A operação feita não é unitária, no entanto a matriz σ̂ ainda é uma matrizhermitiana. Quando podemos esrever a matriz densidade omo em (2.3) essa operaçãopode ser vista omo,
σ̂ =

∑

j

Pj

(

ρ̂
(1)
j

)T

⊗ ρ̂
(2)
j . (2.6)Já que a matriz transposta do primeiro subsistema (ρ̂(1)

j

)T

=
(

ρ̂
(1)
j

)∗ ontinua sendohermitiana e positiva, ela ainda pode ser onsiderada omo uma matriz densidade legítima.Isso implia que a matriz σ̂ não pode apresentar nenhum auto-valor negativo, i.e., σ̂ > 0Caso exista algum autovalor negativo, o sistema não pode ser esrito em uma formaseparável, ou seja, o sistema é dito emaranhado. Portanto esse rítério é uma formasu�iente para qua exista emaranhamento em qualquer sistema.



44 2 Emaranhamento2.3.1 Apliação em Variáveis ContínuasO ritério PPT (Peres Partial Transpose), no aso de variáveis ontínuas, espeial-mente para sistemas Gaussianos, é uma ondição neessária e su�iente para emaranha-mentos bipartites [35℄. No aso de sistemas ontínuos, a transposição parial (PT) temuma bonita interpretação geométria de uma re�exão no espaço de fases da função deWigner, ou seja,
ρ̂→ ρ̂T ⇐⇒W (q, p) →W (q,−p) (2.7)Considerando novamente um sistema bipartite, de�niremos os seguintes vetores paradesrevermos o ritério PPT em sistemas de variáveis ontínuas,

ξ = (q1 p1 q2 p2), ξ̂ = (q̂1 p̂1 q̂2 p̂2). (2.8)Logo, efetuando a transposição parial sobre apenas sobre o sistema 2 por exemplo,a função de Wigner será reesrita omo
W (p1, q1, p2, q2)

PT→ W (p1, q1, p2,−q2). (2.9)Caso o sistema seja separável, após a transposição parial a nova função de Wigner
W (Λξ), Λ = diag(1, 1, 1,−1) ainda deve ser onsiderada omo uma função de Wignerlegítima, assim omo aonteeu quando analisamos o efeito da transposição parial sobre amatriz densidade. No aso de sistemas Gaussianos (1.134) a função de Wigner depende damatriz de ovariânia do sistema Vij = {ξi, ξj}/2. Por essa razão, vemos que a transposiçãoparial sobre a matriz de ovariânia deve atuar da seguinte forma,

V
PT→ Ṽ = ΛV Λ. (2.10)Como vimos na seção 1.8, podemos reesrever o prinípio da inerteza em termos damatriz densidade, de forma que se um sistema for separável, a equação (1.132) ainda deveser válida após a trasposição parial do sistema, ou seja,
Ṽ + iΩ ≥ 0. (2.11)Com isso, para uma matriz de ovariânia genéria, esrita omo

V =

(

A C

C B

) (2.12)



2.4 Somas de Variânias 45e usando alguns invariantes simplétios, Simon mostra em seu artigo [35℄, a partir doritério PPT, que qualquer sistema gaussiano separável deve obedeer à seguinte desi-gualdade,
det(A) det(B) + (

1

4
+ | det(C)|)2 − tr(AJBJCJCTJ) ≥ 1

4
(det(A) + det(B)). (2.13)No entanto, omo podemos ver no apêndie 5 uma matriz de varânia pode ser esritaem termos de autovalores simplétios. Logo, reesrevendo a matriz de ovariânia parialtransporta em sua forma simplétia teremos

SωṼ S
T
ω + iΩ ≥ 0, (2.14)onde

SωṼ S
T
ω = Autovalores[−(ṼΩ)2]

= diag(ν̃1, ν̃1, · · · , ν̃N , ν̃N). (2.15)Portanto, é ondição neessária e su�iente para que um sistema gaussiano seja se-parável que todos os autovalores simplétios sejam maiores que um após a transposiçãoparial do sistema, ou seja,
ν̃min

k ≥ 1. (2.16)2.4 Somas de VariâniasSeguindo a referênia [56℄, suponnhamos que um sitema é onstituído por dois outrossub-sistemas, então de�nindo os pares de operadors genérios x̂j e p̂j, j = 1, 2 tais que 1,
[x̂k, p̂j] = 2iδkj .Para a demosntração do ritério devemos de�nir a seguinte transformação de variáveissobre os operadores,

û = |a|x̂1 +
1

a
x̂2, (2.17)

v̂ = |a|p̂1 −
1

a
p̂2. (2.18)Se o sistema é onstituído de sub-sitemas separaveis então sua matriz densidade poderáser esrita omo em (2.3). Então, será ondição neessária para a separabilidade do sistema1Esses operadores não neessariamente preisam ser os operadores an�nios de posição e momento



46 2 Emaranhamentoque esses novos operadores obedeçam a inequação,
∆2û+ ∆2v̂ ≥ 2

(

a2 +
1

a2

)

. (2.19)Para provar a asserção aima, só é neessário o álulo direto das variânias dos ope-radores û e v̂, além disso omo o sistema é separável devemos onsiderarar que medidassobre um sub-espaço não alteram o estado do outro sub-espaço, ou seja, devemos onsi-derar que,
〈x̂1x̂2〉i = 〈x̂1〉i〈x̂2〉i, 〈p̂1p̂2〉i = 〈p̂1〉i〈p̂2〉i. (2.20)Calulando a soma das variânias de û e v̂, segue

∆2û+ ∆2v̂ =
∑

i

Pi

(

〈û2〉i + 〈v̂2〉i
)

− 〈û〉2ρ − 〈v̂〉2ρ

=
∑

i

Pi

[

a2
(

〈x̂2
1〉i + 〈p̂2

1〉i
)

+
1

a2

(

〈x̂2
2〉i + 〈p̂2

2〉i
)

]

+
a

|a|

[

∑

i

Pi (〈x̂1〉i〈x̂1〉i − 〈p̂1〉i〈p̂2〉i)
]

− 〈û〉2ρ − 〈v̂〉2ρ

= a2
(

∆2x̂1 + ∆2p̂1

)

+
1

a2

(

∆2x̂2 + ∆2p̂2

)

+
∑

i

Pi〈û〉2i +
∑

i

Pi〈v̂〉2i −
(

∑

i

Pi〈û〉i
)2

−
(

∑

i

Pi〈v̂〉i
)2

. (2.21)Como (∆x̂i − ∆p̂i)
2 ≥ 0 portanto ∆2x̂i + ∆2p̂i ≥ ∆x̂i∆p̂i ≥ |[x̂i, p̂i]|. Além dissopela desigualdade de Cauhy-Shwartz teremos que ∑i Pi

∑

i Pi〈u〉2i ≥ (
∑

i Pi〈u〉i)2 ≥ 0,fazendo om que a última linha da equação aima tenha limite inferior igual a zero.Portanto, provamos que a inequação (2.19) é ondição neessária para a separabilidadedo sistema.Além disso, omo foi mostrado nesse mesmo artigo, esse ritério não é somente on-dição neessária para separabilidade bipartite mas também é ondição su�iente, aso oestado do sistema global seja um estado gaussiano.2.4.1 Caso TripartiteO ritério de soma de variânia de observáveis, além de veri�ar emaranhamentobipartites, também pode ser usado para explorar a separabilidade de sistemas ompostospor mais de dois sub-sistemas, omo foi proposto na referênia [52℄. Para o aso de um



2.4 Somas de Variânias 47sistema onstituído de três sub-partições podemos de�nir os seguintes observáveis
û = h1p̂1 + h2p̂2 + h3p̂3 e v̂ = g1x̂1 + g2x̂2 + g3x̂3. (2.22)Para veri�armos o emaranhamento tripartite do sistema devemos testar a separabi-lidade para todas as maneiras de bipartições possíveis,

ρ̂bisep1 =
∑

j

Pjρ̂
(1)
j ⊗ ρ̂

(2,3)
j , (2.23)

ρ̂bisep2 =
∑

j

Pjρ̂
(2)
j ⊗ ρ̂

(1,3)
j , (2.24)

ρ̂bisep3 =
∑

j

Pjρ̂
(3)
j ⊗ ρ̂

(1,3)
j . (2.25)Portanto, om álulos análogos aos usados na seção anterior (2.21), enontramos asseguintes desigualdadades que testam ada uma das bipartições possiveis,

ρbisep1 ⇒ ∆2
bs1û+ ∆2

bs1v̂ ≥ 2|h1g1| + 2|h2g2 + h3g3|, (2.26)
ρbisep2 ⇒ ∆2

bs2û+ ∆2
bs2v̂ ≥ 2|h2g2| + 2|h1g1 + h3g3|, (2.27)

ρbisep3 ⇒ ∆2
bs3û+ ∆2

bs3v̂ ≥ 2|h3g3| + 2|h1g1 + h2g2|. (2.28)Além disso, se o sistema for totalmente separável, sua matriz densidade será esritaomo,
ρ̂ =

∑

j

Pj ρ̂
(1)
j ⊗ ρ̂

(2)
j ⊗ ρ̂

(3)
j , (2.29)o que impliará que a soma das variânias dos operadores û e v̂ terá de obedeer a ondiçãomais restritiva que no aso de que o sistema é separável em bipartições,

ρsep ⇒ ∆2
sepû+ ∆2

sepv̂ ≥ 2|h1g1| + 2|h2g2| + 2|h3g3|. (2.30)Salientando que uma matriz de densidade qualquer deve obedeer a seguinte ondiçãomenos restritiva para a soma das variânia desses observáveis,
ρ ⇒ ∆2û+ ∆2v̂ ≥ 2|h1g1 + h2g2 + h3g3|. (2.31)Os oe�ientes hj e gj são arbitrários, de forma que a esolha de seus valores deve serfeita de aordo om o experimento. Uma maneira onveniente de esolher esses oe�ientespode ser feita tentando-se anular o lado direito da desigualdade (2.31), pois isso permitirá



48 2 Emaranhamentouma maior violação sobre a desigualdade (2.30).Como proposto na referênia [11℄ esolhendo os seguintes valores para os oe�ientes
• h3 = 0 e h1 = −h3 = g1 = g2 = 1,teremos a seguinte desigualdade para o aso em que a matriz é totalmente separável (2.31)

ρ̂sep ⇒ ∆2
sep (p̂1 − p̂2) + ∆2

sep (x̂1 + x̂2 + g3x̂3) ≥ 4. (2.32)Analisando o aso em que a matriz densidade pode ser separada em bipartições en-ontraremos o seguinte resultado para as inequações (2.28),
ρ̂bisep1 ⇒ ∆2

bs1 (p̂1 − p̂2) + ∆2
bs1 (x̂1 + x̂2 + g3x̂3) ≥ 4, (2.33)

ρ̂bisep2 ⇒ ∆2
bs2 (p̂1 − p̂2) + ∆2

bs2 (x̂1 + x̂2 + g3x̂3) ≥ 4, (2.34)
ρ̂bisep3 ⇒ ∆2

bs3 (p̂1 − p̂2) + ∆2
bs3 (x̂1 + x̂2 + g3x̂3) ≥ 0. (2.35)Logo, esolhendo esses valores para os oe�ientes vemos que a violação da desigual-dade (2.32) demonstra que a matriz densidade do sistema não pode ser esrita numaforma totalmente separável. Além disso, om essa violação desigualdades (2.33) e (2.34)mostram que o sistema também não poderá ser esrito omo bipartições na forma ρ̂bisep12 ρ̂bisep2

. No entanto, essa esolha dos oe�ientes não é su�iente para mostrar que existeum emaranhamento tripartite genuíno nesse sistema, pois a desigualdade (2.35) não trazinformação nenhuma sobre bipartições do tipo ρ̂bisep3
.Todavia, se juntamente om esse onjunto de valores para os oe�ientes hi e giesolhermos mais os dois outros onjuntos

• h2 = 0 e h1 = h3 = g1 = −g3 = 1,
• h1 = 0 e h2 = h3 = g2 = −g3 = 1,poderemos montar mais duas inequações que om juntamente om a inequação (2.32) per-mitem a veri�ação de todos os tipos de separabilidade bi-partite além da separabilidadetotal do sistema [11℄,

ρ̂bisep(1,2) ⇒ ∆2
bs12 (p̂1 − p̂2) + ∆2

bs12 (x̂1 + x̂2 + g3x̂3) ≥ 4, (2.36)
ρ̂bisep(1,3) ⇒ ∆2

bs13 (p̂1 + p̂3) + ∆2
bs13 (x̂1 − x̂3 + g2x̂2) ≥ 4, (2.37)

ρ̂bisep(2,3) ⇒ ∆2
bs23 (p̂2 + p̂3) + ∆2

bs23 (x̂2 − x̂3 + g1x̂1) ≥ 4. (2.38)



2.4 Somas de Variânias 49Portanto, a violação as desigualdades aima é uma ondições su�iente para demons-tramos o emaranhamento tripartite genuíno do sistema.
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51
3 Osilador Paramétrio Ótio

O Osilador Paramétrio Ótio (OPO) onsiste em um ristal om suseptibilidadeelétria não-linear de segunda ordem, χ(2), inserido em uma avidade ótia. Sobre essaavidade inide um feixe intenso de bombeio, e a partir de um proesso denominadoonversão paramétria, são gerados dois novos feixes, Sinal e Complementar.
Figura 3.1: Esquema do Osilador Paramétrio Ótio. O feixe de bombeio é onvertidoem dois outros feixes, sinal e omplementar, via onversão paramétriaO proesso da onversão paramétria pode ser entendido quantiamente omo umfóton do Bombeio, de freqüênia ω0, sendo aniquilado e onvertido em dois outros fótons,Sinal e Complementar, om freqüênias ω1 e ω2 respetivamente. Devido à onservaçãode energia teremos que a soma das freqüênias dos feixes sinal e omplementar deverá serigual a freqüênia do feixe de bombeio, ou seja,

ω0 = ω1 + ω2. (3.1)Classiamente, a onversão paramétria aontee por ausa do aoplamento intra-avidade de três modos do ampo gerado pelo termo não-linear de segunda ordem dasuseptibilidade elétria do ristal [57℄.Quando a taxa de riação de fótons dos feixes sinal e omplementar supera as perdasdevido ao espelho de saída e perdas espúrias1, o OPO omeça a produzir feixes intensos deluz para esses omprimentos de onda. Esse fen�meno aontee somente a partir de uma1Denominamos omo "ganho"do OPO a taxa de produção de fótons dividido pela taxa das perdas defótons.



52 3 Osilador Paramétrio Ótioerta potênia de limiar do feixe de bombeio, denominamos esse regime de funionamentoomo regime de Osilação do OPO.O OPO é um aparelho extremamente versátil pois o omprimento de onda dos feixessinal e omplementar pode ser ajustado de forma ontínua, fazendo om que esse instru-mento possa ser usado para riação de feixes laser om omprimentos de onda que seriamdifíeis de se obter de outra maneira [33℄. Basiamente, existem dois tipos de OPO, oOPO tipo I, ujos feixes sinal e omplementar tem a mesma polarização, e o OPO tipoII, ujas polarizações dos feixes sinal é omplementar são ortogonais. Nessa dissertaçãotrataremos somente do OPO tipo II.Além disso, o OPO é um instrumento bastante usado no estudo da informação quân-tia, pois om ele é possível implementar protoolos de riptografía quântia [58, 13℄ e deteletransporte quântio [59℄, entre outras apliações.
3.1 Desrição Quântia do OPOA hamiltoniana de interação que desreve o proesso da onversão paramétria é dadapor [11℄

ĤI =
2i~χ
τ

(

â0â
†
1â

†
2 − â†0â1â2

)

, (3.2)onde τ é o período que um fotón leva para dar uma volta ompleta na avidade e χ éuma onstante de aoplamento. O proesso de onversão paramétria pode ser visto nessahamiltoniana pela disposição dos operadores de riação e aniquilação. Pois, à medida quedois fótos do sinal e omplementar são riados oorre a aniquilação de um únio fóton dobombeio. Nessa expressão também aparee o termo do proesso inverso, o que, de fato,tem que oorrer pela simetria do problema e para que a hamiltoniana seja Hermitiana.De�nimos a dessintonia normalizada pela largura de banda intraavidade, δωcj =

2γ′j/τ , de ada ampo omo ∆j = (ωj − ωcj)/δωcj, onde ωcj é a freqüênia de ressonâniada avidade mais próxima da freqüênia ωj , j = 0, 1, 2. A onstante γ′j é de�nida omoa perda total da avidade sendo dada por γ′j = γj + µj, onde γj representa as perdas peloespelho de aoplamente sendo igual à metade de sua transmissão em ada modo, ou seja,
2γ′j = Tj. A onstante µj representa as perdas espúrias devidas às imperfeições dos mate-riais que ompõem a avidade. Temos que a hamiltoniana de ada ampo intraavidade,



3.1 Desrição Quântia do OPO 53esrita em termos de operadores lentamente variáveis, a→ aeiωct, será
Ĥj = 2γ′j∆j â

†
j âj . (3.3)Tendo em vista que os modos sinal e omplementar têm freqüênias pouo dife-rentes, então podemos onsiderar que γ1 = γ2 = γ, o que implia que a largura debanda da avidade para os modos sinal e omplementar é aproximadamente a mesma

(δωc1 = δωc2 = δω). De fato, omo veremos no apítulo 4, a diferença entre a largurade banda entre os feixes sinal e omplementar é da ordem de 10%, no entanto, isso nãoaarreta nenhum prejuizo notavel na análise das medidas.Por �m, devemos levar em onta a fonte de energia do sistema, isto é, devemos on-siderar o aoplamento entre o ampo de bombeio lássio, transmitido para o interior daavidade pelo espelho de entrada, om o ampo de bombeio intraavidade, assim temosque a hamiltoniana relativa a esse proesso é
Ĥin = i~

√
2γ0

τ
αin

0

(

â0 − â†0

)

. (3.4)A hamiltoniana que governa a dinâmia do OPO será dada pela soma das hamiltoninasde ada proesso físio envolvido, ou seja,
Ĥ = ĤI + Ĥin +

∑

j

Ĥj. (3.5)Como vimos na seção 1.7, podemos alular a evolução temporal do sistema a partirda equação mestra para o operador densidade, onde levamos em onta o aoplamento dosampos intraavidade om o reservatório através do operador de Lindblad Λ̂j.
i~
dρ̂

dt
=
[

Ĥ, ρ̂
]

+
∑

j

Λ̂j ρ̂, (3.6)
Λ̂j =

γ′j
τ

(

2âj ρ̂â
†
j − ρ̂âj â

†
j − âj â

†
j ρ̂
)

. (3.7)Usando a equação mestra do OPO e as relações (1.147), enontramos a equação de



54 3 Osilador Paramétrio Ótiomovimento para a função de Wigner do OPO [33℄,
d

dt
W (~α) =

[

∑

j

γ′j(1 + i∆j)

(

∂

∂α∗
j

α∗
j +

∂

∂αj
αj

)

+ 2χ

(

α1α2
∂

∂α∗
0

+ α∗
1α

∗
2

∂

∂α0
− α0α1

∂

∂α∗
2

− α∗
0α

∗
1

∂

∂α2
− α0α2

∂

∂α∗
1

− α∗
0α

∗
2

∂

∂α1

)

−
√

2γ0α
in
o

(

∂

∂α∗
0

+
∂

∂α0

)

+
∑

j

γ′j
∂2

∂αjα∗
j

− χ

2

(

∂3

∂α∗
0α

∗
1α

∗
2

+
∂3

∂α0α1α2

)

]

W (~α) .(3.8)Para distribuições bem omportadas, omo distribuições gaussianas, o termo de deri-vada de tereira ordem da equação aima pode ser desprezado, de forma que essa equaçãoserá uma equação de Fokker-Plank legítima. Na seção 1.9, vimos que podemos obter asequações de Langevin do OPO para as amplitudes omplexas dos ampos intraavidade,segue que
τ
d

dt
α0 = −γ′0 (1 − i∆0)α0 − 2χα1α2 +

√

2γ0α
in
0 +

√

2µ0δv0,

τ
d

dt
α1 = −γ′ (1 − i∆)α1 + 2χα0α

∗
2 +

√

2γδu1 +
√

2µδv1,

τ
d

dt
α2 = −γ′ (1 − i∆)α2 + 2χα0α

∗
1 +

√

2γδu2 +
√

2µδv2. (3.9)Os termos δvi, i = 0, 1, 2 são forças de Langenvin que representam os termos de váuoaoplados aos três modos do ampo intraavidade devido às perdas espúrias. Já os termos
δu1,2 são relativos aos termos de váuo que são transmitidos para o interior da avidadepelo espelho de aoplamento, no aso dos modos sinal e omplementar, e pelo espelho deentrada no aso do modo de bombeio.O ampo de bombeio αin

0 , apesar de ser um ampo lássio, traz onsigo um ruídointrínseo que pode ser igual ou maior ao ruído padrão, logo esse mesmo termo na equaçãoaima deve ser visto omo um termo de valor médio mais um termo de �utuação, ou seja,
αin

0 = αin
0 + δαin

0 . Como foi visto ao longo do primeiro apítulo, o mesmo deve oorrerpara todos os outros ampo intraavidade, que serão reesritos omo um termo médiomais um termo de �utuação, ou seja, αj (t) = αj + δαj (t) , j = 0, 1, 2.Deompondo as aplitudes omplexas dos ampos em termos das quadraturas ampli-tude e fase, e relembrando que o valor médio da quadratura fase é zero, 〈qj(t)〉 = 0, iremosreesrever o valor médio da amplitude omplexa omo,
〈αj(t)〉 = αj = pje

iϕj . (3.10)



3.2 Valores Estaionários 55Além disso, tomaremos o bombeio omo referênia de fase onsiderando sua fase igual azero,(ϕin
0 = 0).3.2 Valores EstaionáriosConsiderendo a média temporal dos valores estaionários das equações de Langevin doOPO (3.9) e usando a expressão forneida em (3.10), enontraremos o seguinte onjuntode equações para as amplitudes médias dos ampo intraavidade,

γ′0 (1 − i∆0) p0e
iϕ0 + 2χp2eiϕ+ −

√

2γ0p
in
0 = 0, (3.11)

γ′ (1 − i∆) − 2χp0e
iϕ0−iϕ+ = 0, (3.12)onde onsideramos que as amplitudes médias dos ampos sinal e omplementar são iguais,

p1 = p2 = p, e �zemos ϕ+ = ϕ1+ϕ2. Essas equações são as mesma que são obtidas quandofazemos o estudo do aso estáionario do OPO na desrição lássia de ótia não-linear[60, 33℄. A partir da equação (3.12), enontramos a seguinte relação,
p0e

iϕ0 =
γ′ (1 − i∆)

2χ
eiϕ+ . (3.13)Calulando o módulo ao quadrado da equação anterior, temos diretamente a relaçãopara intensidade do ampo de bombeio intraavidade,

p2
0 =

γ′2

4χ2

(

1 + ∆2
)

. (3.14)Perebemos, por essa equação, que quando o OPO está em ressonânia a intensidadedo ampo de bombeio intraavidade dependerá apenas da dessintonia dos ampos sinale omplementar. Além disso, se substituirmos a equação (3.14) em (3.13), enontrare-mos omo a fase do ampo de bombeio se relaiona om a soma das fases do sinal eomplementar,
eiϕ0 =

1 − i∆√
1 + ∆2

eiϕ+ . (3.15)Agora, substituindo (3.14) em (3.12), isolando p e em seguinda tirando o módulo dessaequação, onseguimos determinar o valor da intensidade intraavidade dos ampos sinale omplementar,
p2 =

√

2γ0

4χ2
pin

0
2 −

[

γ′0γ
′

4χ2
(∆0 + ∆)

]2

− γ′0γ
′

4χ2
(1 − ∆0∆) . (3.16)



56 3 Osilador Paramétrio ÓtioFazendo p = 0 e ∆0 = ∆ = 0 em (3.16) enontramos a menor potênia possível dobombeio inidente para que o OPO possa osilar. De�nimos, então, essa potênia omopotênia de limiar Plim.
Plim =

γ′20 γ
′2

8γ0χ2
. (3.17)De�nido a potênia de bombeio inidente relativa ao limiar σ = pin

0
2
/Plim, podemosreesrever as potênias intraavidade do bombeio (3.14), sinal e omplementar (3.16) emfunção de σ e Plim, eliminando assim a onstante χ por grandezas failmente mensuráveis,

p2
0 =

2γ0

γ′0
2Plim

(

1 + ∆2
)

, (3.18)
p2 =

2γ0

γ′0γ
′
Plim

[
√

σ − (∆0 + ∆)2 − (1 − ∆0∆)

]

. (3.19)Por �m, a intensidade dos ampos sinal e omplementar medidas pelos detetoresserá igual a amplitude ao quadrado desses ampo vezes a transmissão do espelho deaoplamento,
I = 2γp2 = 4ηOPOPlim

[
√

σ − (∆0 + ∆)2 − (1 − ∆0∆)

]

, (3.20)em que ηOPO é a e�iênia de onversão máxima do OPO e é dada por
ηOPO =

γ0γ

γ′0γ
′
. (3.21)3.3 Flutuações Quântias LinearizadasNessa seção, trataremos da análise das �utuações quântias dos ampo do OPO.É nesta parte que se pode veri�ar a natureza quântia desse proesso físio, já queos valores médios do ampo devem estar de aordo om a teoria lássia da ótia não-linear. Reesrevendo os ampos omo um termo médio mais uma �utuação nas equaçõesde Langevin do OPO (3.9) e isolando os termos de �utuação, onde são desprezados ostermos quadrátios, enontraremos o seguinte onjunto de equações linearizadas,

τ
d

dt
δα0 = −γ′0 (1 − i∆0) δα0 − 2χp

(

eiϕ2δα1 + eiϕ1δα2

)

+
√

2γ0δα
in
0 +

√

2µ0δv0

τ
d

dt
δα1 = −γ′ (1 − i∆) δα1 + 2χ

(

pe−iϕ2δα0 + p0e
iϕ0α∗

2

)

+
√

2γδu1 +
√

2µδv1

τ
d

dt
δα2 = −γ′ (1 − i∆) δα2 + 2χ

(

pe−iϕ1δα0 + p0e
iϕ0α∗

2

)

+
√

2γδu2 +
√

2µδv2. (3.22)



3.3 Flutuações Quântias Linearizadas 57O grupo de Óptia e Informação Quântia da Universidade Federal Fluminense [61℄mostrou que o modelo linearizado para as equações do OPO usando a função de Wignerproduz resultados equivalentes ao modelo ompleto do OPO operando aima do limiar narepresentação P-positiva.Ao desprezarmos os termos de ordem úbia na equação de movimento da função deWigner desonsideramos proessos físios relativos à difusão de fase dos feixes do OPO.Porém, omo mostrado na referênia [61℄, esses termos não são responsáveis pelo aumentodo ruído de fase nos feixes do OPO que será relatado nas próximas seções.As �utuações dos ampos podem ser deompostas em �utuações de amplitude e fase,ou seja,
δαj (t) =

eiϕj

2
[δpj (t) + iδqj (t)] . (3.23)Portanto, substituindo (3.23) em (3.22) e em seguida separando as partes reais dasimaginárias desse novo sistema hegaremos ao seguinte onjunto de equações para as�utuações de amplitude e fase dos ampos intraavidade do OPO,

τ
d

dt
δp0 = −γ′0δp0 − ∆0γ

′
0δq0 − γ′βδp1 + ∆γ′βδq1 − γ′βδp2 + ∆γ′βδq2

+
√

2γ0δp
in
0 +

√

2µ0δvp0;

τ
d

dt
δq0 = ∆0γ

′
0δp0 − γ′0δq0 − ∆γ′βδp1 − γ′βδq1 − ∆γ′βδp2 − γ′βδq2

+
√

2γ0δq
in
0 +

√

2µ0δvq0;

τ
d

dt
δp1 = γ′βp0 + ∆γ′βδq0 − γ′δp1 − ∆γ′δq1 + γ′δp2 − ∆γ′δq2

+
√

2γδup1 +
√

2µδvp1;

τ
d

dt
δq1 = −∆γ′βp0 + γ′βδq0 + ∆γ′δp1 − γ′δq1 − ∆γ′δp2 − γ′δq2

+
√

2γδuq1 +
√

2µδvq1;

τ
d

dt
δp2 = γ′βp0 + ∆γ′βδq0 + γ′δp1 − ∆γ′δq1 − γ′δp2 − ∆γ′δq2

+
√

2γδup2 +
√

2µδvp2;

τ
d

dt
δq2 = −∆γ′βp0 + γ′βδq0 − ∆γ′δp1 − γ′δq1 + ∆γ′δp2 − γ′δq2

+
√

2γδuq2 +
√

2µδvq2. (3.24)Como as quadraturas do váuo podem ser esolhidas de maneira arbitrária, então,para esrevermos esse sistema de equações de�nimos as �utuações de váuo transmitidas



58 3 Osilador Paramétrio Ótiopelo espelho omo δuj = exp (iϕj) (δupj + δuqj) e também devido as perdas espúrias
δvj = exp (iϕj) (δvpj + δvqj), além disso, de�nimos uma nova variável β = p/p0.Tomando a transformada de Fourier do sistema de equações difereniais para as �utu-ações de intensidade e fase dos ampos do OPO (3.24), ele se transformará num sistemade equações algébrias no espaço das freqüênias, pois d/dt → iΩ, Portanto, podemosreesrever esse sistema numa forma matriial, para isso, de�niremos os seguintes vetores,

δ~p = (δp0, δq0, δp1, δq1, δp2, δq2)
T ,

δ~u = (δpin, δqin, δup1, δuq1, δup2, δuq2)
T ,

δ~v = (δvp0, δvq0, δvp1, δvq1, δvp2, δvq2)
T , (3.25)onde δ~p orresponde às �utuações dos ampos intraavidade, δ~u orresponde às �utuaçõesde váuo transmitidas para dentro da avidade pelo espelho de aoplamento e, por �m,

δ~v orresponde ás �utuaçoes de váuo que são aopladas ao sistema devido às perdasespúrias.Com isso, segue que o sistema para as �utuações dos ampos intraavidade no espaçode freqüênia será esrito omo,
(−A + iτΩ) δ~p = Tuδ~u+ Tvδ~v, (3.26)onde de�nimos as matrizes de transmissão pelo espelho de aoplamento Tu, e de perdasespúrias Tv ,

T = diag(
√

2γ0,
√

2γ0,
√

2γ,
√

2γ,
√

2γ,
√

2γ),

Tv = diag
(

√

2µ0,
√

2µ0,
√

2µ,
√

2µ,
√

2µ,
√

2µ
)

. (3.27)Também teremos a matriz A de arrasto que foi de�nida na seção 1.9, de forma que otermo (−A + iτΩ) = MA(Ω) é dado por



3.4 Espetro de ruído do OPO 59
MA(Ω) =
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. (3.28)
Portanto, as �utuações de amplitude e fase dos ampos intraavidade serão obtidasao resolvermos uma equação matriial de uma matriz 6 × 6. Problema esse que podeser resolvido mais failmente usando programas de omputação simbólia omo Maple eMathematia, segue então que

δ~p = M−1
A (Ω) [Tuδ~u+ Tvδ~v] . (3.29)Assumindo que o espelho de aoplamento tem alta re�exão e tendo em vista que osampos intraavidades e os ampos re�etidos devem apresetar uma defasagem de π, entãoa �utuação dos ampos que saem da avidade e são medidos pelos detetores é

δ~pout = −δ~u+ Tuδ~p

= (TuM
−1
A (Ω)Tu − I)δ~u+ TuM

−1
A (Ω)Tvδ~v. (3.30)

3.4 Espetro de ruído do OPONessa seção, iremos analisar o espetro de ruído do OPO quando este está em ondiçãoótima de funionamento, ou seja, quando as dessintonias dos ampos intravidade são nulas
(∆0 = ∆ = 0). De�nindo a freqüênia de análise normalizada pela largura de banda dosmodos sinal e omplementar da avidade do OPO, Ω′ = Ω/δω = τΩ/2γ′. Segue que para



60 3 Osilador Paramétrio Ótioessa nova variável a matriz MA(Ω) é substituida por MA′(Ω′) onde,
MA′(Ω′) =


































γ′
0

+ 2 iγ′
Ω

′ 0 γ′ β 0 γ′ β 0

0 γ′
0

+ 2 iγ′
Ω

′ 0 γ′ β 0 γ′ β

−γ′ β 0 γ′ (1 + 2 iΩ ′) 0 −γ′ 0

0 −γ′ β 0 γ′ (1 + 2 iΩ ′) 0 γ′

−γ′ β 0 −γ′ 0 γ′ (1 + 2 iΩ ′) 0

0 −γ′ β 0 γ′ 0 γ′ (1 + 2 iΩ ′)

































(3.31)Portanto, a partir da equação (3.30) podemos alular a matriz de ovariânia dosfeixes do OPO que será dada por,
Vout = Re

[

〈δ~pout(Ω
′)δ~pout(−Ω′)T 〉

]

= I + Vpuro + Vperdas (3.32)O termo I pode ser visto omo o ruído de entrada re�etido pelo espelho de aopla-mento, esse ruído é geralmente é igual ao estado de váuo para todos os modos do ampo,exeto no aso em que o laser de bombeio apresenta exesso de ruído em alguma qua-dratura. O termo Vpuro representa todo o espetro de ruído dos ampos intraavidade,sendo sua expressão dada por
Vpuro = TuM

−1
A (Ω)TuTu[M−1

A (Ω)]T Tu

−TuM
−1
A (Ω)Tu − Tu[M−1

A (Ω)]TTu. (3.33)Já o último termo da expressão (3.32) representa o exesso de ruído aoplado aosampos intraavidade devido ás perdas espúrias,
Vperdas = TuM

−1
A (Ω)TvTv[M−1

A (Ω)]TTu. (3.34)Nessa ondição de funionamento as orrelações entre amplitude e fase são nulas paratodos os ampos, ou seja, Cpiqj = 0 para i, j = 0, 1, 2. Com isso, teremos que a matriz de



3.4 Espetro de ruído do OPO 61ovariânia do OPO será esrita na seguinte forma,
Vout =

























Sp0 0 Cp0p1 0 Cp0p2 0

0 Sq0 0 Cq0q1 0 Cq0q2

Cp0p1 0 Sp1 0 Cp1p2 0

0 Cq0q1 0 Sq1 0 Cq1q2

Cp0p2 0 Cp1p2 0 Sp2 0

0 Cq0q2 0 Cq1q2 0 Sq2

























(3.35)

(a) Espetro de ruído de amplitude do ampobombeio (b) Espetro de ruído de fase do ampo bom-beio

() Espetro de ruído de amplitude dos am-pos sinal e omplementar (d) Espetro de ruído de fase dos ampos sinale omplentarFigura 3.2: Espetro de ruído dos feixes do OPOApesar das expressões dos termos da matriz de ovariânia serem extensos, podemosanalisar gra�amente o espetro de ruído de amplitude e fase de ada modo do ampointraavidade, além de suas respetivas orrelações.



62 3 Osilador Paramétrio ÓtioSupondo que o OPO seja ideal, isto é, desonsiderando as perdas espúrias e eso-lhendo γ = 0.002 e γ0 = 0.05, que são valores ompatíveis om transmissões de avidadesusadas em laboratório, podemos observar nas �guras 3.2 e 3.3 os grá�os dos termos damatriz do ovariânia do OPO em função da potênia de bombeio normalizada pelo limiarde osilação σ e da freqüênia de análise relativa à largura de banda dos feixes sinal eomplementar na avidade do OPO, Ω′. As medidas feitas em laboratório tem seu valorem torno de Ω′ = 0.5.A �gura 3.2 mostra o espetro de ruído de amplitude e fase dos feixe do OPO. Na�gura 3.2(a) vemos que o ruído de amplitude do feixe de bombeio apresenta exesso deruído. No entanto, notamos pela �gura 3.2(b) que existe uma ompressão no ruído de fasedo feixe de bombeio, vemos ainda, que essa ompressão aumenta om a potênia dos feixessinal e omplementar gerados, sendo esse fen�meno já observado experimentalmente [62℄.Podemos ver, nas �gura 3.2() e 3.2(d), que o espetro de ruído de amplitude e fase dosfeixes sinal e omplementar sempre apresentam exesso de ruído em ambas quadraturas.Na �gura 3.3, observamos as orrelações entre amplitude e fase dos feixes do OPO,nessa �gura só foi exposta as orrelações entre o bombeio e o sinal, pois, para um OPOideal, elas são idêntias às orrelações entre bombeio e omplementar. Em 3.3(a) vemosque amplitude do bombeio é fortemente anti-orrelaionada om a amplitude dos feixessinal e omplementar. Além disso, vemos pela �gura 3.3(b) que, para o aso da quadraturafase, existe uma pequena orrelação entre o bombeio e o sinal ou omplementar.Podemos notar nos grá�os da �gura 3.2 que quanto maior é a freqüênia de análiserelativa à largura de banda do OPO, Ω′, mais o espetro de ruído de todos os ampostende ao nível do ruído de váuo, além disso, na �gura 3.3 perebemos que as orrelaçõesentre os ampos tende a zero para grandes freqüênias de análise. Isso aontee poisquanto maior for Ω′ mais distante da ressonânia da avidade estaremos, fazendo omque os ampos medidos pelos detetores sejam ompostos, em sua maior parte, pelo ruídode váuo re�etido no espelho de aoplamento ao invés dos ampos intraavidade relativosao proesso de onversão paramétria, impliando na diluição dos efeitos quântios dessesistema.3.5 Feixes Gêmeos e Emaranhamento no OPOComo vimos na seção anterior, existe uma forte orrelação de amplitude e fase entreos feixes sinal e omplementar do OPO, assim, outro modo no qual é possível analisar os



3.5 Feixes Gêmeos e Emaranhamento no OPO 63

(a) Correlação entre de amplitudes entrebombeio e sinal (b) Correlação entre de fase entre bombeio esinal

() Correlação entre de amplitudes entre si-nal e omplementar (d) Correlação entre de fase entre sinal eomplementarFigura 3.3: Correlações de amplitude e fase entre os feixes do OPOampo do OPO é fazendo a seguinte transformação linear sobre os feixes,
δp± =

1√
2
(δp1 ± δp2), δq± =

1√
2
(δq1 ± δq2). (3.36)Substituindo essas novas variáveis nas equações de Langevin do OPO, pereberemoslaramente que as variáveis relativas à subtração das quadraturas serão totalmente de-saopladas do restante das variáveis desse sistema, de forma que ao invés de termos umsistema de equações 6 × 6, teremos dois sistemas de equações difereniais, um 2 × 2 queenvolve o ruído da subtração dos ampos e outro 4 × 4 que envolve o ruído da soma dosfeixes sinal e omplementar mais o ruído do ampo de bombeio, essa análise das quadra-



64 3 Osilador Paramétrio Ótioturas dos feixes do OPO é feita em diverssas refêrenias, e pode ser vista em detalhes emduas teses de doutorado do nosso grupo [11, 13℄.O espetro de ruído para esses novo espaço de variáveis dinâmias se relaiona om oespetro de ruído dos feixes sinal e omplementar por,
Sp± =

1

2
[Sp1 + Sp2 ± 2Cp1p2], Sq± =

1

2
[Sq1 + Sq2 ± 2Cq1q2] (3.37)

Figura 3.4: Espetro de ruído de p̂− e q̂−, as perdas e dessintonias foram onsideradasnulas.Para o espaço da subtração dos feixes gêmeos, mesmo para dessintonias não nulas,não é muito ompliado de se alular diretamente o espetro de ruído de amplitude efase omo podemos aompanhar na referênia [11℄, om isso segue que
Sp− = 1 − γ/γ′

1 + Ω′2
, (3.38)

Sq− = 1 +
γ/γ′

Ω′2

(

1 +
∆2

1 + Ω′2

)

. (3.39)Como podemos imaginar pelo próprio proesso de onversão paramétria, a subtraçãode amplitude dos feixes sinal e omplementar deve apresentar ompressão de ruído poisesses feixes são riados simultanemente a partir da destruição de um fóton do bombeio.O fen�meno da ompressão de ruído de amplitude no espaço de subtração é um fen�menobem onheido na literatura, tendo sido medido por vários grupos desde 1987 [9, 63℄.Em uma situação em que a dessintonia da avidade seja nula e que não exista perdas



3.5 Feixes Gêmeos e Emaranhamento no OPO 65espúrias γ = γ′, as variáveis dinâmias p̂− e q̂− terão inerteza mínima, pois
Sp− · Sq− = 1. (3.40)Já que existe ompressão de ruído para a subtração das amplitudes dos feixes gêmeos,pelo prinípio da inerteza (3.40) deve existir exesso de ruído na subtração das fases.Tanto a ompressão no ruído de amplitude omo o exesso de ruído de fase podem serveri�ados na �gura 3.4.

(a) Esptro de ruído de amplitude (b) Espetro de ruído de faseFigura 3.5: Espetro de ruído dos feixes sinal e omplementarPela �gura 3.5, podemos avaliar omo é o espetro de ruído no espaço da soma dosfeixes sinal e omplementar. Como vemos, a soma das amplitudes do feixe apresentaexesso de ruído, omo era de se esperar já que existe ompressão de ruído no espaço dasubtração desses feixes.É importante obsevar na �gura 3.5(b), que soma do ruído de fase dos feixes sinal eomplementar apresenta ompressão, isso pode ser entendido quando analisamos a on-servação de energia que é dada por ω0 = ω1 + ω2. Com isso, temos que pequenas �u-tuações da freqüênia podem ser enaradas omo �utuações na fase dos feixes, ou seja,
δϕ0 = δϕ1+δϕ2. Como a soma das fases do sinal e omplementar tem uma referênia �xa,que tem ompressão de ruído, podemos esperar que ela também apresente ompressão.Além disso, por essa mesma relação, podemos ver que esses que três feixes em onjuntodevem apresentar uma forte orrelação.Vimos até aqui que a subtração de amplitude e a soma das fases dos feixes sinale omplementar apresentam ompressão de ruído, portanto, usando o ritério DGCZ
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Figura 3.6: Espetro de ruído de fase e amplitude da subtração dos feixes sinal e omple-mentarpodemos veri�ar que os feixes sinal e omplementar são emaranhados, pois teremos quea desigualdade (2.19) reesrita para essas variáveis será violada, ou seja,
∆2

(

p1 − p2√
2

)

+ ∆2

(

q1 + q2√
2

)

≤ 2 (3.41)Na �gura 3.6, apresentamos o grá�o do membro esquerdo da desigualdade (3.41),on�rmando que os feixes sinal e omplementar são emaranhados para uma extensa regiãode parâmetros. Sendo que o a violação é maxima quando a freqüênia de análise Ω′ → 0e para potênia de bombeio relativa ao limiar σ → 1.A existênia de emaranhamento tripartite entre os feixes do OPO funionando aimado limiar foi primeiramente proposta por nosso grupo na referênia [12℄. Usando o ritériode soma de variânias para o aso tripartite enontramos um onjunto de três inequações(2.36)-(2.38) que quando violadas determinam o emaranhamento tripartite genuíno deum sistema, assim para o onjunto de variáveis do OPO esse mesmo sistema pode serreesrito omo,
V0 = ∆2

(

p̂1 − p̂2√
2

)

+ ∆2

(

q̂1 + q̂2 − α0q̂0√
2

)

≥ 2,

V1 = ∆2

(

p̂0 + p̂2√
2

)

+ ∆2

(

α1q̂1 + q̂2 − q̂0√
2

)

≥ 2,

V2 = ∆2

(

p̂0 + p̂1√
2

)

+ ∆2

(

q̂1 + α2q̂2 − q̂0√
2

)

≥ 2. (3.42)Os parâmetros αj devem ser alulados a�m de minimizarmos as equações aima,



3.5 Feixes Gêmeos e Emaranhamento no OPO 67fazendo om que essas equações sejam violadas mais failmente. Com isso, eles são al-ulados difereniando essas inequações em relação a αj e igualando o resultado a zero, deonde se tem que
α0 =

Cq0q1 + Cq0q2

∆2q0
, α1 =

Cq0q1 − Cq1q2

∆2q2
, α1 =

Cq0q2 + Cq1q2

∆2q2
. (3.43)As inequações (3.42) podem ser reesritas de maneira similar a desigualdade do ritérioDGCZ mais um termo de orreção, que é devido à orrelação de dois ampos a um tereiro,

V0 = ∆2

(

p̂1 − p̂2√
2

)

+ ∆2

(

q̂1 + q̂2√
2

)

− β0 ≥ 2; (3.44)
V1 = ∆2

(

p̂0 + p̂2√
2

)

+ ∆2

(

q̂2 − q̂0√
2

)

− β1 ≥ 2; (3.45)
V2 = ∆2

(

p̂0 + p̂1√
2

)

+ ∆2

(

q̂1 − q̂0√
2

)

− β2 ≥ 2. (3.46)Os termos de orreção são dados por,
β0 =

(Cq0q1 + Cq0q2)
2

2∆2q0
, β1 =

(Cq0q1 − Cq1q2)
2

2∆2q2
, β1 =

(Cq0q2 + Cq1q2)
2

2∆2q2
. (3.47)

(a) Soma V0 (b) Soma V1Figura 3.7: Somas V0 e V1 = V2. O emaranhamento tripartite é demonstrado quando
V0 < 2 e V1 < 2.Como para um OPO ideal o espetro de ruído dos feixes sinal e omplementar sãoiguais, teremos que V1 = V2. Com isso, podemos ver a partir da �gura 3.7 que as desigual-dades (3.42) são violadas para uma grande região de parâmetros, on�rmando a possibi-lidade da existênia do emranhamento tripartite entre os feixes do OPO [11℄. Tambémdevemos reparar que a �gura 3.7(a) representa a desigualdade DGCZ para o feixes gêmeos
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Figura 3.8: Critério PPT para os feixes do OPO em função da potênia de limiar para afreqüênia de análise Ω′ = 0.5. ν(0) e ν(1) são os menores auto-valores simplétios inver-tendo o sinal da fase dos feixes bombeio e sinal respetivamente na matriz de ovariâniaompleta do OPO. ν(01) e ν(12) são os menores auto-valores simplétios do ritério PPTonsiderando o sistema separado nas bipartições de bombeio e sinal, e na bipartição sinale omplementar.do OPO mais um termo de orreção devido à fase do feixe de bombeio. A orrelação entreo feixe de bombeio e os feixes gêmeos foi medida pela primeira vez pelo nosso grupo, omopodemos ver na referênia [64℄.Além do ritério de somas de variânias, podemos prever a existênia de emaranha-mento tripartite no OPO usando o ritério PPT [13℄. Como vimos na seção 2.3, esseritério informa se um determinado sub-sistema está emaranhado ao resto do sistemaquando para a transposição parial2 desse sub-sitema, o menor auto-valor simplétio damatriz de ovariânia é menor que um. Como o nosso sistema é onstituído de trêssub-sistemas, para veri�armos o emaranhamento tripartite genuíno, devemos alular omenor auto-valor simplétio sobre a transposição parial da matriz de ovariânia paratodos os tipos de bipartiçõs 1 × 2 possíveis.O menor auto-simplétio relativo à transposição parial do modo (j) é denominado
ν(j), novamente só é neessário o alulo dos autovalores simplétios ν(0) e ν(1), já quepela simetria do problema ν(1) = ν(2). A partir da �gura 3.8, podemos observar queo autovalor ν(0) é menor para menores potênias de bombeio, enquanto temos o efeito2O termo transposição parial é mais adequando quando pensamos na matriz densidade do sistema,no entato, para sistemas ontínuos vimos na seção 2.3.1 que essa operação é equivalente a mudança desinal de um dos termos da quadratura desse sub-sistema na matriz de ovariânia do sistema total.



3.6 Exesso de Ruído no OPO 69ontrário quando o observamos o autovalor ν(1). Essa dependênia entre emaranhamentodos ampo em relação a potênia de limiar é ompatível om o observado nas �guras 3.7que trata do emaranhamento visto sobre o ritério de somas de variâias.Além disso, quando separamos o sistema em bipartições e avaliamos o autovaloressimplétios sobre a trasposição parial de um dos ampos3, mostramos que o sistemaainda apresenta emaranhamento. No entanto, podemos pereber que esses autovaloressão maiores que os autovalores quando onsideramos o sistema ompleto, mostrando que,de fato, o sistema sobre essas ondições tem um emaranhamento tripartite genuíno.Experimentalmente, o ritério de emaranhamento que envolver a soma de variâniasé mais fail de ser implementado pois não exige a medida de todos os termos da matriz deovariânia, porém, este método fornee uma ondição apenas su�iente para a veri�açãodo emaranhamento. Já o ritério PPT é neessário e su�iente para a veri�ação doemaranhamento, fazendo om que sua esolha seja adequada para essa medida, pois esseritério pode ser apaz de mostrar regiões para as quais ainda existe emaranhamento entreos feixes que não são mostradas quando é usado o ritério de soma de variânias.3.6 Exesso de Ruído no OPOTeoriamente a ompressão de ruído no espaço da subtração de amplitude e das somasdas fases dos feixes gêmeos foi prevista no ano de 1989 [65℄, o que levaria ao emaranha-mento entre esses feixes. Apesar da medida da ompressão de ruído na subtração dasamplitudes ter sido demonstrada experimentalmente em anos anteriores a esse artigo [63℄,a medida da ompressão do ruído na soma das fases era desa�o experimental.A medida da ompressão na soma do ruído das fases dos feixes gêmeos só foi realizadareentemente pelo nosso grupo [10℄. No entanto, foi pererbido que havia um exesso deruído na soma dessas fases, que não era previsto teoriamente, impliando na diminuiçãoda ompressão desse ruído [66℄. Além dos aspetos ténios relaionados ao método usadopara a medida da fase, provavelmente esse foi um dos prinipais motivos que impedirama medida do emaranhamento nesses sistemas por tanto tempo [67℄, e ainda hoje impedea veri�ação experimental do emaranhamento tripartite entre os feixes do OPO.Nessa seção, desreveremos um modelo teório para o exesso de ruído de fase de-senvolvido reentemente pelo nosso grupo. Nesse modelo, onsideraremos que, apesar3No aso em que analisarmos o sub-onjunto do sistema onstituído por apenas dois ampos a trans-posição parial sobre qualquer um dos ampos é equivalente.



70 3 Osilador Paramétrio Ótiodo ristal ser homogêneo, existem pequenas �utuações no valor do índie de refração doristal, que provavelmente se devem a presença de f�nons gerados por vibrações térmiasna rede ristalina. Para modelarmos esse efeito, esreveremos o exesso de ruído por umvetor de forças estoástias para fase de ada ampo,
δ ~Q = (0, δqex

0 , 0, δq
ex
1 , 0, δq

ex
2 )T . (3.48)Foram publiados alguns trabalho aera do exesso de ruído de fase nos feixes doOPO. Nas referênias [68, 69℄ foi estudado o efeito que um bombeio ruidoso teria sobre osfeixes sinal e omplementar. Para isso eles onsideraram um exesso de ruído onstantena fase no bombeio , ou seja, δqex

0 = ǫδq0, onde foi assumido que não existe exesso deruído de fase intrínseo nos ampos sinal e omplementar ∆qex
1 = ∆qex

2 = 0.Outra abordagem sobre esse assunto foi feita nas referênias [70, 71℄, onde foi propostoque o exesso de ruído que aparee na soma das fases dos feixes gêmeos oorreria pelo es-palhamento de Brillouin de ondas aústias guiadas4[72℄, pelo qual um efeito foto-térmioaoplaria o exesso de ruído a partir da absorção do ristal. Nesse aso, o exesso de ruídode fase seria proporional a amplitude dos modos dos ampos intraavidade, além disso,o exesso de ruído para ambos os feixes é perfeitamente orrelaionado.Para entendermos o efeito do exesso de ruído, que é riado no ristal, sobre os mo-dos do OPO, devemos adiioná-lo na equação para o ruído das quadraturas dos amposintraavidade do OPO, portanto, a partir da equação (3.29) teremos,
δ~p = M−1

A (Ω)
[

Tuδ~u+ Tvδ~v + δ ~Q
]

. (3.49)Da mesma forma que foi feito em (3.30), teremos que o ruído medido pelos detetores serádado por,
δ~pout = (TuM

−1
A (Ω)Tu − I)δ~u+ TuM

−1
A (Ω)Tvδ~v + TuM

−1
A (Ω)δ ~Q (3.50)Como vimos na seção 3.4, a matriz de ovariânia do OPO é esrita omo Vout =

Re
[

〈δ~pout(Ω)δ~pout(−Ω)T 〉
], de forma que a nova matriz do ovariânia do OPO será dadapela mesma matriz obtida na equação (3.51) mais uma matriz que é devida ao exesso de

4O espalhamento de Brillouin de ondas aústias guiadas (Guided Aousti Wave Brillouin Sattering- GAWBS) , é um efeito relevante em �bras ótias, onde vibrações aústias podem ser aumuladas devidoa grande extensão da �bra



3.6 Exesso de Ruído no OPO 71ruído riado no ristal,
Vout = I + Vpuro + Vperdas + Vruido. (3.51)No aso em que existe onversão paramétria, a matriz MA = (−A+ iτΩ) é a mesmaforneida na equação (3.28). Porém, quando o OPO não pode osilar, o ristal ainda insereruído na fase de qualquer feixe que �que ressonante om a avidade. Nessa situação, amatriz de arrasto A não será a mesma obtida a partir das equações de Langevin do OPO,sendo dada por A = −(Tu

2 + Tv
2)/2.As matriz I é a matriz identidade e as matrizes Vpuro e Vperdas têm suas expressõesdadas em (3.33) e (3.34) respetivamente, já a expressão para o termo relativo ao exessode ruído é

Vruido = TuM
−1
A (Ω)VQ

[

M−1
A (−Ω)

]T
Tu. (3.52)Nessa abordagem, o fen�meno físio responsável pelo exesso de ruído de fase nosfeixes do OPO deve ser independente do proesso de onversão paramétria, portanto,se um feixe qualquer, que pode ter omprimento de onda dos feixes de bombeio sinal eomplementar, estiver aoplado a avidade do OPO podemos esperar que a variânia dafase desse feixe devido ao exesso de ruído deverá ser proporional à intensidade desseampo, ou seja,

∆2qex
i = ηiIi. (3.53)

(a) Ruído de fase do ampo de bombeio (b) Ruído de fase do ampo sinalFigura 3.9: Ruído de fase dos ampos de bombeio e sinal onsiderando o exesso de ruídogerado pelo ristal.



72 3 Osilador Paramétrio ÓtioAlém disso, se aoplarmos dois feixes diferentes na avidade do OPO a orrelaçãoentre eles devido ao exesso de ruído será proporinal à amplitude ou à raiz quadrada daintensidade de ada ampo,
〈δqex

i δq
ex
j 〉 = cij

√

ηiIi
√

ηjIj. (3.54)A onstante cij presente nos termos de orrelação não é neessariamente igual a um,logo a orrelação entre as variânias do exesso de ruído de fase pode não ser perfeita,diferentemente do que foi proposto nas referênias [71℄. Além disso, omo o exesso deruído entregue para os três feixes deve ser provido pelas mesmas fontes espalhadoras, temosque os termos de orrelação entre os feixes devem estar limitados ao intervalo−1 ≤ cij ≤ 1.Sendo a intensidade do ampo de bombeio intraavidade onstante durante o proesso deonversão paramétria, vemos pelo nosso modelo que é justi�ada a inserção de um ruídoonstante sobre a fase do bombeio omo foi feito na referênia [69℄.

(a) Soma V0 (b) Soma V1Figura 3.10: Somas V0 e V1 = V2 onsiderando o exesso de ruído gerado pelo ristalNas �guras 3.9 e 3.10 foi onsiderado que as perdas espúrias eram nulas, e além dissoassumimos os valores γ = 0.02 e γ0 = 0.15 que são valores ompatíveis om as transmissõesda avidade do OPO usadas no nosso experimento, os valores das onstantes relativas aomodelo do exesso de ruído são as mesmas que foram medidas em nosso experimento,sendo dadas nas equações (4.1) e (4.2).Comparando as �guras do ruído de fase dos feixes de bombeio 3.2(b) e sinal 3.2(d)do OPO ideal om os ruídos de fases desses mesmos feixes forneidos nas �guras 3.9(a)e 3.9(b), que são alulados a partir do nosso modelo do exesso de ruído, perebemos



3.6 Exesso de Ruído no OPO 73laramente a ausênia da ompressão do ruído de fase no feixe de bombeio e a elevaçãodo ruído do sinal.A �gura 3.10 apresenta o omportamento das somas V0 e V1, usadas para a averiguaçãodo emaranhamento no OPO, quando aluladas usando o modelo para o exesso de ruído.Vemos na �gura 3.10(a) que a desigualdade V0 ainda viola o limite de separabilidade,isso se deve ao fato de que essa inequação envolve o termo que mede o emaranhamentobipartite dos feixes sinal e omplementar, sendo que a subtração das amplitudes dos feixesgemêos apresenta uma grande ompressão de ruído.No entanto, o perebemos pela �gura 3.10(b) que o exesso de ruído nos feixes do OPOé fator limitante para a medida do emaranahamento tripartite, já que a desigualdade V1não viola o limite de separabilidade.No próximo apítulo mostraremos os resultados obtidos em nosso experimento orro-borando om o nosso modelo teório para o exesso de ruído do OPO.
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75
4 Experimento
4.1 Aparato ExperimentalEm nosso experimento utilizamos o laser "Diabolo"produzido pela empresa alemã In-nolight GmbH. Ele onsiste de um laser de Nd:YAG que produz, através da geração desegundo harm�nio, um feixe prinipal de 532 nm om 900 mW de potênia e largurade linha espei�ada de 1kHz. Esse laser também disponibiliza um feixe seundário in-fravermelho om omprimento de onda de 1064 nm e potênia de saída de 250 mW queé muito útil para o alinhamento dos omponentes ótios e é usado para a alibração do"shot noise".O feixe prinipal passa por uma avidade de �ltro onde grande parte de seu exessode ruído é �ltrado, em seguida o feixe é enviado para o OPO onde oorre a onversãoparamétria. Com isso, os feixes de 1064 nm riados no OPO são transmitidos peloespelho de aoplamento enquanto o feixe de bombeio intraavidade é transmitido nadireção ontrária pelo espelho de entrada. Todos os feixes riados pelo OPO então passampor suas respetivas avidades de análise onde é feita a rotação da elipse de ruído. Por�m esses feixes são detetados e as foto-orrentes geradas são analisadas no omputador[11, 13℄.4.1.1 Cavidade de �ltroA avidade de �ltro onsiste de uma avidade triangular (em anel) que tem umalargura de banda bem estreita [73℄, assim da expressão (1.157) vemos que quando aavidade de �ltro está em ressonânia om a banda portadora as bandas laterais sãore�etidas �ltrando o exesso de ruído. Esse mesmo tipo de avidade pode ser usada quandose tem interesse em trabalhar somente om as bandas laterais de um determinado feixe.Um exemplo de onde essa propriedade foi usada pode ser enontrado na referênia [70℄,futuramente o nosso grupo deverá usar esse tipo de avidade para realizar teletransporte
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Figura 4.1: Esquema do aparato experimentalusando as bandas laterais dos feixes gerados pelo OPO.A avidade de �ltro usada na atual montagem tem perímetro L = 115cm, possuindouma �nesse F = 110 e largura de banda δν = 2, 3(2)MHz, essa avidade também possuitransmissão máxima Tmax = 55% e perdas espúrias iguais a 0, 4(2)%. Ela foi onstruídanuma base rígida de alumínio de forma a torná-la o mais estável possível. O espelhoaltamente re�etor tem raio de urvatura r = 1m, e os espelhos de entrada e saída sãoformados por polarizadores para altas energias fabriados pela empresa Newport Corpo-ration (modelo 11B00HP.6), a polarização do feixe de entrada foi ajustada de forma quea transmissão de saída fosse a maior possível, as re�exões do espelho de entrada e saídasão respetivamente 98, 8(3)% e 95, 7(3)%. O ontrole �no do tamanho das avidades éfeito por uma erâmia piezoelétria (PZT), que varia de tamanho pela apliação de umadiferença de potenial, presa a um dos espelhos da avidade.Com o uso dessa avidade onseguimos fazer om que o ruído de amplitude do feixetransmitido pela avidade �asse próximo de um estado oerente para freqüênias deanálise superiores a 15 MHz [11℄, no entanto, vimos que essa avidade não foi su�ientepara �ltrar totalmente o ruído de fase. Esse pequeno exesso de ruído não pode ser vistousando o analisador de espetro, sendo somente veri�ado quando analisamos o ruído defase do feixe de bombeio �ltrado na freqüênia de análise de 21 MHz que é usada emnossas medidas, omo podemos veri�ar na �gura 4.2.A avidade de �ltro é mantida em ressonânia om o laser de bombeio através deum sistema de "Lok-in". Esse sistema onsiste de uma modulação ativa de 200 kHzsobre a fase do feixe, que no aso da avidade de �ltro, atua diretamente na eletr�nia deontrole do laser. Tomamos omo referênia do feixe intraavidade, o sinal da trasmissãodo espelho altamente re�etor. Esse sinal é então misturado om o mesmo sinal eletr�nio



4.1 Aparato Experimental 77usado para a modulação de fase do feixe riando um sinal de erro que realimenta o PZTque ontrola o tamanho da avidade.
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Figura 4.2: Ruído de amplitude e fase do laser de bombeioFuturamente será neessário a onstrução de uma avidade de �ltro mais estreita paraque o ruído de fase seja totalmente �ltrado, e para que seja possível fazer medidas emfreqüênias de análise mais baixas. Cav. Filtro
F = 110 δνc = 2, 3(2)MHz R = 65%4.1.2 OPONa atual montagem o OPO é onstruído numa base de alumínio sem nenhum graude liberdade, fazendo om que o aparato �que mais robusto ontra vibrações meânias.O ristal é preso em uma base de obre onde é possível ontrolar os graus de liberdadehorizontal, vertial e longitudinal, permitindo assim que prouremos a região do ristal demenor potênia de limiar. Utilizamos um ristal de KTP de 12mm que é fabriado pelaempresa israelense Raiol Crystals Ltd., o mesmo apresenta oating anti-re�etor em suasfaes para ambos omprimentos de onda om oe�iente de re�exão R ∼ 0, 7% para 532nme R ∼ 0, 5% para 1064nm, e seu índie de refração médio para os ampos do OPO igual



78 4 Experimentoà 1,8(1). Exeremos sobre o ristal um ontrole ativo de sua temperatura através de umpeltier que �a em ontato om o suporte de obre do ristal. O ontrole de temperaturaé essenial para a esolha dos modos ressonantes om a avidade, tipiamente no proessode onversão paramétria a temperatura usada é da ordem de 240C, no entanto podemosvariar a temperatura a qual submetemos o ristal entre 150C e 1100C.O perímetro da avidade do OPO sem o ristal é L/2 = 27, 7mm. O espelho de en-trada, advindo o Instituto de Pesquisas Espaiais e Nuleares (IPEN), tem raio de urva-tura r = 50mm e oe�iente de re�exão R = 70% para 532nm. O espelho de aoplamentotambém tem raio de urvatura r = 50mm e tem um oe�iente de re�exão R = 96% para
1064nm. Para todos os modos do ampo o aminho espetral livre νc = 5, 2(2)GHz, a�nesse da avidade para 532nm é F0 = 16 e para os modos sinal e omplementar sãorespetivamente F1 = 135 e F2 = 116. Os feixes bombeio e omplementar têm a mesmapolarização que foi esolhida em nosso aparato para ser vertial, enquanto o feixe sinalterá polarização horizontal. O limiar de osilador do OPO que está sendo usado na atualmontagem é Plim = 70mWA avidade do OPO é mantida em ressonânia om o feixe de bombeio também atravésde um sistema de "lok-in". No entanto, a modulação de fase é feita diretemante sobre oPZT que ontrola o tamanho da avidade, sendo a referênia do feixe tomada a partir deuma re�exão espúria de uma lente usada no aparato.Cav. OPO

F0 = 16 δνc0 = 320(4)MHz R = 70%
F1 = 135 δνc1 = 38, 5(2)MHz R = 96%
F2 = 116 δνc2 = 44, 8(2)MHz R = 96%4.1.3 Cavidades de análiseAs avidades de análise, são os elementos do experimento responsáveis pela rotação daelipse de ruído, elas também são montadas em uma base �xa de alumínio. As avidadesde análise para os feixes em 1064nm são pratiamente idêntias, possuindo uma �nesse

F = 130, e largura de banda de δωc = 14(1)MHz, as perdas espúrias de ada avidadeestão por volta de 1%. A avidade de análise para 532nm tem �nesse F = 110, largura debanda de δωc = 12(1)MHz e perdas espúrias em torno de 2%. As re�exões mínimas daavidade de analise para 532nm é R = 58(2)% e para as avidade de 1064nm R = 77(1)%.Durante as medidas as avidades de análise são varridas em sinronia para que pos-samos aessar as quadraturas amplitude e fase de todos os feixes onomitantemente,



4.1 Aparato Experimental 79exeto no aso em que uma ou duas avidades são deixadas fora de ressonânia enquantosomente as outras são varridas. Isso é feito quando se quer medir a orrelação entre a�utuação de fase de um feixe om a �utuação de amplitude de outro. Essa varredura éfeita apliando-se uma rampa de voltagem durante 750 ms sobre os PZT's que ontrolamo tamanho dessas avidades. Cav. Análise 1 e 2
F = 130 δνc = 14(1)MHz R = 77(1)%Cav. Análise 0
F = 116 δνc = 12(1)MHz R = 58(2)%4.1.4 DeteçãoOs detetores usados em nosso experimento medem a intensidade da luz a partir doefeito foto-elétrio, neles existe um foto-diodo no qual os fótons são onvertidos numaorrente elétria. A orrente que é produzida no foto-diodo é onvertida em voltagem porum iruito de ampli�ação e separada em duas omponentes. Uma omponente de baixafreqüênia ou omponente DC que inorpora freqüênias abaixo de algumas entenas de

kHz, e uma omponente alta freqüênia, ou ompontente HF que inorpora freqüêniasaima de algumas entenas de kHz. A omponente de baixa freqüênia é proporionalà intensidade média da luz, ou seja, ela é proporinal à intensidade da banda portadorado feixe detetado. Já a omponente de alta freqüênia é proporional às bandas lateraisdo feixe mais um ruído eletr�nio intrínseo. Em seguida, o sinal HF passa por um �ltroativo que atenua em 40 dB as freqüênias de 12MHz e 24MHz om largura de bandade 200kHz, para �ltrar o exesso de ruído gerado pela eletr�nia do "Diabolo"usadapara travar a geração de segundo harm�nio. A deteção dos feixes gêmeos é feita omo foto-diodos modelo EPITAXX ETX-300 om e�iênia de deteção medida de 95(2)%,enquanto a deteção do feixe verde re�etido é feita om os foto-diodos modelo HamamatsuS5973-02 om e�iênia de deteção igual a 94(2)%.Para seleionarmos apenas uma freqüênia Ω = 2πν das bandas laterais, usamos umdemodulador onde fazemos o batimento do sinal HF om um sinal senoidal de freqüênia
ν = 21MHz produzido por um VCO (Voltage Controled Osillator). O sinal resultantesão omponentes de baixa freqüênia (menor que 300kHz) que estavam em torno dafreqüênia ν.Esse sinal é enviado para uma plaa da National Intruments Co. (modelo BNC-6110)que está onetada a uma plaa onverssora analógio\digital (A\D) da mesma empresa



80 4 Experimento(modelo PCI-2110). Por �m, esse sinal é enviado ao omputador onde é adquirido a umataxa de 600kHz tratado pelo programa Lab View. As medidas são feitas num intervalo de
750ms totalizando 450 mil pontos por aquisição.A e�iênia total de deteção onsiderando todas as perdas geradas na propagação dofeixe são de η = 65(3)% para 532 nm e η = 87(3)% para 1064nm.E�iênia de deteção 532nm

ηdet = 94(2)% ηtotal = 65(3)%E�iênia de deteção 1064nm

ηdet = 95(2)% ηtotal = 87(3)%4.2 Caraterização Experimental do Exesso de RuídoA primeira etapa do experimento que será apresentado nessa dissertação, será a ara-terização do exesso de ruído gerado pelo ristal. Relembrando que todas as medidas quemedem o ruído para apenas uma omponente de freqüênia foram feitas para a freqüêniade análise ν = 21MHz. Nesse sentido, devemos veri�ar omo o ristal insere ruído sobreos feixes do OPO, sem que esse esteja osilando.Para medirmos os termos da matriz VQ, responsável pela introdução do ruído nosfeixes do OPO, ada feixe (bombeio, sinal e omplementar) será inidido no OPO emantido em perfeita ressonânia om a avidade. O feixe que sai do OPO será enviadopara a avidade de análise, que é varrida lentamente, possibilitando a medida do ruído deamplitude e fase desse feixe.O feixe de bombeio, produzido por nosso laser, apresenta um pequeno exesso deruído de fase, que é pratiamente nulo quando omparado ao exesso de ruído de fase que éinserido nesse feixe quando ele está em ressonânia om o OPO. O feixe de 1064nm geradopelo nosso laser é bastante atenuado pelo espelho de entrada da avidade, tendo o exessode ruído de amplitude e fase totalmente �ltrados, omo foi veri�ado experimentalmente.Veri�amos nas �guras 4.3(a) e 4.3(b) que a variânia do ruído de fase ∆2qi dosfeixes bombeio sinal e omplementar rese linearmente om a intensidade do feixe, emonordânia om a equação (3.53) de nosso modelo para o exesso de ruído. O oe�ientedessa equação é obtido a partir do ajuste linear da variânia medida para diferentespotênias do feixe, assim sendo, os oe�ientes medidos para ada um dos feixes são,
η0 = 0, 53W−1, η1 = 0, 15W−1, η2 = 0, 14W−1. (4.1)
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(b) Ruído de amplitude e fase dos feixes sinal (1)e omplementar (2)Figura 4.3: O Ruído de amplitude permanee om o ruído padrão enquanto a variâniado ruído de fase rese linearmente om a potênia dos feixesOs valores das variânias medidas podem se alterar em 20% om desloamentos late-rais da posição do ristal em relação ao feixe. Podemos notar que o exesso de ruído paraos feixes sinal e omplementar são aproximadamente os mesmos (η1
∼= η2), enquanto a re-lação desse oe�ientes om o oe�iente do exesso de ruído do bombeio é η0/η1 = 3, 7(5).Notamos ainda, que o ristal não adiiona nenhum ruído sobre as amplitudes dos feixes,fazendo om que o ruído nessa quadratura igual ao ruído padrão.A �m de medirmos as orrelações entre o ruído de fase de dois feixes distintos, omum ontrole uidadoso da temperatura do ristal, �zemos om que o OPO �asse emressonânia om apenas dois modos por vez, impendindo assim que o proesso de onversãoparamétria pudesse ser estimulado a partir da entrada de uma semente.Na �gura 4.4 vemos que a orrelação do exesso de fase entres os feixes dependeom a raiz quadrada de suas potênias, on�rmando a equação (3.54). Os valores dosoe�ientes de orrelação são obtidos apartir do ajuste das urvas de orrelação medidas.As onstantes de orrelação entre os feixes são,

c01 = 0, 50, c02 = 0, 55, c12 = 0, 60. (4.2)Apesar da inerteza sobre essas medidas (em torno de 20%), devido a variação doruído por desloamentos laterais do ristal, vemos que os feixes não apresentam orrelaçõesperfeitas, diferentemente do que foi proposto na referênia [71℄.Para melhor araterizarmos o exesso de ruído inserido pelo ristal, analisamos o
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Potência (mW) - Sinal(b) Correlação entre o ruído de fase do bombeioom o ruído de fase do sinal, para dois valoresdiferentes da potênia do bombeio, enquanto sevaria o potenia do sinalFigura 4.4: Correlação entre o ruído de fase e do sinal mostrando a dependênia daorrelação om a raiz quadrada da potênia dos feixesespetro de ruído do feixe de bombeio re�etido pela avidade, que é deixada em ressonâniaom ele. Essas medidas foram feitas usando um analisador de espetro, onde resolução debanda esolhida RBW = 10kHz, om sinal sendo adquirido a uma taxa V BW = 1kHze tomando 100 médias para ada aquisição. A potênia do feixe de bombeio inidentepara todas as medidas apresentadas na �gura 4.5 está por volta de Pin = 55(3)mW .Nessa medida, o ruído do feixe de bombeio foi enviado diretamente para o analisadorde espetro, passando somente por um iruito de soma, pois o feixe é medido por doisdetetores, evitando a saturação dos mesmos.Nas �guras 4.5(a) e 4.5(b) são apresentados os espetros de ruído de fase do feixe debombeio para a polarização que permite a osilação do OPO e para a que não permite,respetivamente. Ao ontrário do que foi exposto nas referênias [14, 13℄, não vimosnenhuma periodiidade latente no espetro em nenhum dos grá�os, essa medida foi feitapara outras posições do ristal, de forma que em nenhuma das nossas medidas tal efeitode periodiidade foi veri�ado. Uma araterístia em omum entre esses grá�os e osapresentados nas referênias [14, 13℄ é que na medida relativa a polarização que nãopermite osilação 4.5(b), existe um pio de ruído bem aentuado na freqüênia de análise
ν = 19.2(3)MHz.Na �gura 4.5() apresentamos uma medida do espetro de ruído do feixe de bombeio,na polarização que permite a osilação, om o ristal mantido a uma temperatura T =
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freqüência de análise (MHz)() Espetro de ruído de fase do feixe de bom-beio na polarização que permite a osilação doOPO, sendo que o ristal foi submetido a umatemperatura T = 800C.Figura 4.5: Medida do espetro de ruído do feixe de bombeio do OPO om o ristal oma avidade mantida em ressonânia. A potênia do ampo de entrada é menor do que apotênia de limiar, sendo aproximadamente a mesma para os três grá�os
800C, além da disposição dos pios diferirem dos apresentados nas �guras 4.5(a) e 4.5(b),vemos que o nível médio desse ruído é maior que nos outros asos, indiando que oruído inserido pelo ristal depende de sua temperatura. O estudo da dependênia doexesso de ruído inserido pelo ristal om a temperatura será desenvolvido futuramentepelo estudante de mestrado de nosso grupo Ant�nio Sales Coelho.Em todas as medidas de espetro de ruído veri�amos que o ruído de amplitude dofeixe de bombeio era igual ao shot noise.



84 4 Experimento4.3 Exesso de Ruído Durante a Osilação do OPONessa seção, analisaremos qual é a in�uênia do exesso de ruído sobre os ruídos deamplitude e fase dos feixes do OPO durante o regime de osilação.
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(a) Medida do ruído dos feixes do OPO osi-lando, variando a dessintonia da avidade de aná-lise
-6 -4 -2 0 2 4 6

-1,2

-0,8

-0,4

0,0

0,4

0,8

1,2

1,6

 Corr-12
 Corr-01
 Corr-02

C
or

re
la

çã
o 

(r
el

. a
o 

sh
ot

 n
oi

se
)

(b) Medida da orrelação entre os feixes do OPOosilando, variando a dessintonia da avidade deanáliseFigura 4.6: Grá�os das medidas de ruído e orrelação entre os feixes do OPO variandoa dessintonia da avidade de análise, para valores grandes de dessintonia |∆| > 4 temosa informação sobre o ruído e orrelação de amplitude dos feixes, quando a dessintonia daavidade é |∆| = 0, 5 temos a informação sobre o ruído e orrelação de fase dos feixes,as linhas que aompanham os valores medidos são ajustes obtidos pela teoria da auto-homodinagem do ampos. Medidas obtidas para uma potênia de bombeio relativa aolimiar σ = 1, 14.A �m de medirmos os ruídos e orrelações de amplitude e fase dos feixes do OPOvarremos lentamete as avidades de análise de todos os feixes onomitantemente. Na�gura 4.6 observamos o efeito da varredura das avidades sobre os feixes do OPO. Paragrandes dessintonias, |∆| > 4, a avidade de análise funiona basiamente omo umespelho fazendo om que o feixe inidente seja totalmente re�etido. Logo, nessa situçãoteremos aesso ao ruído e orrelações de amplitude dos feixes, quando a dessintonia daavidade de análise é |∆| = 0.5 teremos aesso ao ruído e orrelação de fase dos feixes.Os grá�os apresentados na �gura 4.6 orrespondem a medidas tomadas a uma potên-ia de bombeio relativa ao limiar σ = 1, 14. Nessa �gura símbolos irulares representamas medidas tomadas para diferentes valores de dessintonia das avidades, enquanto aslinhas ontínuas e traejadas que aompanham esses pontos são urvas teórias obtidasusando a teoria da auto-homodinagem apresentada na seção 1.10.2, mostrando perfeitoaordo entre teoria e experimento. Os valores dos ruídos de amplitude e fase obtidos pela



4.3 Exesso de Ruído Durante a Osilação do OPO 85�gura 4.6(a) são
∆2p̂0 = 1, 12(6), ∆2p̂1 = 1, 78(6), ∆2p̂2 = 1, 86(7),

∆2q̂0 = 2, 25(6), ∆2q̂1 = 2, 31(6), ∆2q̂2 = 2, 34(6). (4.3)Já os valores obtidos para as orrelações de fase e amplitudes observados na �gura4.6(b) são
Cp0p1 = −0, 42(6), Cp0p2 = −0, 44(6), Cp1p2 = 1, 31(7),

Cq0q1 = 0, 64(7), Cq0q2 = 0, 85(7), Cq1q2 = −0, 84(6). (4.4)Foram feitas medidas dos outros termos da matriz de ovariânia do OPO relativosàs orrelações entre amplitude e fase dos feixes, Cpiqj, om (i, j = 0, 1, 2). Essas medidason�rmaram que todos eram identiamente nulos, omo já era esperado pela teoria quandoas dessintonias de todos os feixes na avidade do OPO fossem nulas.
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1/2-1(b) Correlação entre as amplitudes dos feixes ge-rados no OPOFigura 4.7: Medidas e ajustes linear para o ruídos e orrelações de amplitude do OPO. Oajuste para os feixes gêmeos está em exelente aordo om as medidas, enquanto o ajustepara o ruído de fase apresenta um pouo mais de exesso de ruído do que a medida.Em nosso modelo, o exesso de ruído de fase dos feixes do OPO não deve exerernenhuma in�uênia sobre o ruído e orrelações de amplitude. Assim sendo, vemos na�gura 4.7 uma boa onordânia entre a urva teória e os dados experimentais obtidospara os ruídos e orrelações de amplitude dos feixes.Mais espei�amente, vemos que a �gura 4.7(b) apresenta um exelente aordo entrea teoria e o experimento, além disso, na �gura 4.7(a) vemos que, apesar de apresentar um



86 4 Experimentopouo mais de ruído, a urva teória para o ruído de amplitude do bombeio está em bomaordo om a medida, enquanto para os feixes sinal e omplementar existe um pequenodesbalanço entre os valores medidos e a teoria, que é devido ao fato de termos onsideradoque as potênias do feixes gêmeos transmitidas pelo OPO serem exatamente as mesmas.
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1/2-1(b) Correlação entre as fases dos feixes do OPOFigura 4.8: Medidas e ajustes linear para o ruídos e orrelações de fase do OPO. Oajuste para as urvas relativas ao bombeio apresentam um bom aordo qualitativo omas medidas, apesar do ajuste apresentar um exesso de ruído ainda maior que no asodo ajuste feito para o aso do ruído de amplitude. Já o ruído dos feixes gêmeos aindaapresentam uma boa onordânia om o ajuste das urvas para a medidaA teoria usual do OPO já apresentava bons resultados quanto ao ajuste de urvasrelativas ao ruído de amplitude dos feixes. No entanto, tentativas anteriores de ajustepara o ruído de fase usando a teoria usual do OPO ou mesmo adionando um termo deexesso de ruído apenas no ruído do bombeio, omo foi proposto na referênia [69℄, nãoexibiam um bom aordo om as medidas [14, 13, 11℄.A �gura 4.8 mostra os valores medidos para os ruídos e orrelações de fase dos feixesdo OPO para vários valores de potênia de bombeio relativa ao limiar. Podemos observarnessa �gura que existe um ótimo aordo entre o nosso modelo para o exesso de ruído eas medidas. Os valores usados para as onstantes de ruído ηj e de orrelação cij são osvalores dados em (4.1) e (4.2) obtidos experimentalmente.Vemos na �gura 4.8(a) que o nosso modelo para o ruído de fase dos feixes gêmeosestá em exelente aordo om as medidas, já para o aso do feixe de bombeio o modeloapresenta um pouo mais de ruído do que as medidas. As urvas feitas para as orrelaçõesde fase também estão em ótimo aordo om o experimento omo podemos veri�ar na



4.4 Análise do exesso de ruído sobre o emaranhamento no OPO 87�gura 4.8(b).Apesar do bom aordo do modelo om os dados obtidos para os feixes sinal e om-plemtar, vimos que o nosso modelo superestima um pouo o valor do ruído de fase dobombeio, por esse motivo trabalhos futuros em nosso grupo deverão estudar o motivodesse desbalanço.4.4 Análise do exesso de ruído sobre o emaranhamentono OPOVimos que por muito tempo a medida da ompressão de ruído da soma das fases dosfeixes gêmeos no OPO aima do limiar não era possível. Atualmente, em nosso laboratóriopodemos medir valores satisfatórios para ompressão desse ruído sem maiores di�uldades,possibilitando a araterização do emaranhamento desses feixes. Para simpli�armos anotação vamos de�nir as seguintes variáveis,
∆2p̂± = ∆2

(

p̂1 ± p̂2√
2

)

,

∆2q̂± = ∆2

(

q̂1 ± q̂2√
2

)

,

∆2q̂′+ = ∆2q̂− + β0. (4.5)Onde o termo β0 orresponde a orreção, devido ao ruído de bombeio, na soma das fasesdos feixes gêmeos sendo dada na fórmula (3.47)Na �gura 4.9 podemos observar o grá�o da soma e subtração dos ruídos do feixesinal e omplementar. Os írulos em preto e vermelho representam a soma e subtraçãodos ruídos dos feixes gêmeos respetivamente, enquanto as linhas ontínuas são os ajustesfeitos para essas medidas. Os valores obtidos para o ruído para a subtração das amplitudese soma das fases dos feixes gêmeos são ∆2p̂− = 0, 48(1) e ∆2q̂+ = 0, 69(3), portantotemos uma lara violação do ritério DGCZ para os feixes sinal e omplementar, pois
∆2p̂− + ∆2q̂+ = 1, 17(4) < 2. Como já é esperado pelo prinípio da inerteza, a soma doruído de amplitude e a subtração do ruído de fase dos feixes gêmeos apresentam exessode ruído, sendo seus valores ∆2p̂+ = 3, 15(2) e ∆2q̂+ = 3, 06(2).Atualmente, medidas om esse grau de ompressão de ruído na soma das fases dosfeixes gêmeos só são obtidas para potênias muito próximas a potênia de limiar, porexemplo, a medida apresentada na �gura 4.9 foi obtida om σ = 1, 04, no entanto jáforam obtidas medidas om maior ompressão de ruído para potênias de bombeio um
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Figura 4.9: Soma e subtração dos feixes sinal e omplementar. Medida obtida para umapotênia de bombeio relativa ao limiar σ = 1, 04pouo mais altas [11℄.Desde de sua previsão [12℄ até hoje, a medida do emaranhamento tripartite entre osfeixes do OPO não p�de ser onretizada, sendo o prinipal motivo para isso o exessode ruído inserido pelo ristal nas fases dos feixes. Os resultados das primeiras tentativasde medida do emaranhamento tripartite feitas pelo nosso grupo podem ser vistos nasreferênias [64, 14, 13℄.Primeiramente iremos analisar as medidas dos termos das desigualdades (3.46) quepodem ser vistas na �gura 4.10, os grá�os dessas �guras foram obtidos a partir damesma medida que teve seus valores de ruído e orrelação apresentados na �gura 4.6.Para simpli�ar a análise dos dados e em analogia om (4.5) iremos de�nir as seguintesvariáveis,
∆2p̂0j = ∆2

(

p̂0 + p̂j√
2

)

,

∆2q̂0j = ∆2

(

q̂j − q̂0√
2

)

,

∆2q̂′0j = ∆2q̂0j + βi, (4.6)onde i, j = 1, 2 e i 6= j, sendo que a expressão do termo βi é enontrada em (3.47).Nos grá�os 4.10(b) e 4.10() os írulos pretos representam a soma dos ruídos dosfeixes de bombeio e omplementar, e bombeio e sinal respetivamente, enquanto os írulosazuis representam a subtração desses feixes. Na �gura 4.10(a) os írulos pretos e azuis



4.4 Análise do exesso de ruído sobre o emaranhamento no OPO 89representam a subtração e soma dos ruídos dos feixes sinal e omplementar. Em todosos grá�os apresentados na �gura 4.10 os írulos vermelhos representam o último termodas desigualdades (3.46) quando tomados em dessintonia |∆| = 0, 5.
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(a) Medidas dos termos da soma V0.
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(b) Medidas dos termos da soma V1. -6 -4 -2 0 2 4 6
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() Medidas dos termos da soma V2.Figura 4.10: Combinação dos ruídos dos feixes do OPO usados para veri�ação do ema-ranhamento pelo ritério de somas de variânias, (σ = 1, 14).Usando os termos da matriz de ovariânia apresentados nas equações (4.3) (4.4)obtivemos os seguintes valores para os termos das desigualdades (3.46)
∆2p̂− = 0, 49(6), ∆2p̂02 = 1, 05(6), ∆2p̂01 = 1, 04(6),

∆2q̂+ = 1, 48(6), ∆2q̂02 = 1, 45(7), ∆2q̂01 = 1, 64(6),

∆2q̂′+ = 0, 99(6), ∆2q̂′02 = 0, 97(7), ∆2q̂′01 = 1, 03(6),

V0 = 1, 48(6), V1 = 2, 02(6), V2 = 2, 06(6). (4.7)Esses valores diferem um pouo dos apresentados na �gura 4.10 pois foram obtidos daanálise dos grá�os apresentados na �gura 4.6, no entanto, essa diferença é inferior aoerro experimental.



90 4 ExperimentoConluímos pelos grá�os apresentados na �gura 4.10 e valores apresentados em (4.7)que exesso de ruído no OPO ainda impossibilita a veri�ação do emaranhamento tripar-tite entre os feixes bombeio, sinal e omplementar. Pois somente a desigualda V0, que érelaionada à soma e subtração do feixes sinal e omplementar mais um termo de orreçãodo bombeio, viola o limite de separabilidade do ritério de somas V0 = 1, 28(6) < 2, en-quanto as duas outras desigualdades têm seus valores próximos ao limite de separabilidadeimposto por esse ritério, ou seja, V1 ≈ V2 ≈ 2.Além do ritério da soma de variânia podemos avaliar o emaranhamento entre osfeixes do OPO usando o ritério PPT. Portanto, alulando o menor autovalor simplétiopara a transposição parial de ada feixe enontramos o seguinte resultado,
ν(0) = 0, 96(8), ν(1) = 0, 67(6), ν(2) = 0, 66(6). (4.8)O ritério PPT india que um feixe está emaranhado om o resto do sistema quandoo menor autovalor simplétio alulado após a transposição parial desse sub-espaço formenor que um. O ritério PPT apliado sobre os feixes sinal e omplementar mostralaramente que esses feixes estão emaranhados ao resto do sistema, pois ν(1) ≈ ν(2) < 1.No entanto, para o feixe de bombeio a violação do ritério PPT é apenas marginal, o quenão garante o emaranhamento desse sistema.
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(b) Menores auto valores simpletios aluladosa partir da matrizes de ovariânias medidas paravárias potênias de BombeioFigura 4.11: Medidas para os ritérios de emaranhamento entre os feixes do OPO emfunção da potênia de bombeio relativa ao limiar σAs �guras 4.7 e 4.8 para os termos da matriz de ovariânia e a �gura 4.11 paraos ritérios de emaranhamento estão em função de √
σ − 1 para failitar a onstrução



4.4 Análise do exesso de ruído sobre o emaranhamento no OPO 91das urvas teórias, pois esse termo é proporional a intensidade dos ampos sinal eomplementar intraavidade. A medida para a potênia de bombeio relativa ao limiar
σ = 1, 14, para a qual mostramos os termos dos ritérios de separabilidade, foi o melhordado obtido nesse onjunto de aquisições, podendo ser identi�ado nessas �guras no ponto
√
σ − 1 = 0, 068.A �gura 4.11 mostra a análise do emaranhamento do OPO por dois ritérios de ema-nhamento para diferentes potênias do bombeio inidente. Os pontos dessas �guras re-presentam o álulo das desigualdades (3.46) no aso da �gura 4.11(a), ou os menoresauto-valores simplétios após a transposição parial de um dos feixes, na �gura 4.11(b).As linhas ontínuas e pontilhadas apresentadas nessa �gura são feitas a partir das funçõesteórias obtidas a partir do nosso modelo do OPO om o ruído inserido, apresentandouma boa onordânia om os valores medidos.Perebemos a partir dessa �gura, que de fato, falta muito pouo para a omprovaçãodo emaranhamento tripartite genuíno do OPO. Vemos ainda que a urva teória está embom aordo om os valores medidos para o emaranhamento dos feixes gêmeos, no entanto,superestima a separabilidade do feixe de bombeio.Por �m, omparando o resultado obtido na �gura 4.11(b) om 4.11(a) vemos queo ritério PPT informa o emaranhamento dos feixes gêmeos para potênias de bombeiomais altas que no ritério de somas de variânas, impliando que esse sistema possuiemaranhamento mesmo para regiões em que não existe ompressão de ruído para asvariáveis do ritério DGCZ.
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Conlusão e Perspetivas

Nessa dissertação apresentamos de forma onsistente a teoria usual do Osilador Pa-ramétrio Ótio. Além disso, propusemos um modelo teório apaz de expliar o exessode ruído do OPO. Nesse modelo, assumimos que o ristal insere um ruído de fase propor-ional à intensidade de ada feixe. A veri�ação experimental desse fato mostrou que osvalores das onstantes de proporionalidade do exesso de ruído inserido para ada feixesão iguais a η0 = 0, 53W−1, η1 = 0, 15W−1 e η2 = 0, 14W−1. Também mostramos que esseexesso de ruído entre os feixes apresentam orrelação não perfeita, sendo os oe�ientesdas orrelações entre os mesmos são dados por, c01 = 0.50, c02 = 0.55 e c12 = 0.60.Mostramos ainda que o espetro de ruído inserido no feixe de bombeio do OPO nãoapresenta nenhuma periodiidade, omo tinha sido visto em medidas realizadas anterior-mente em nosso grupo. A partir das medidas do espetro de ruído do feixe de bombeioperebemos que o ruído inserido nos feixes do OPO deve apresentar uma dependêniaom a temperatura.Vimos que as urvas teórias obtidas a partir do nosso modelo do OPO om exessode ruído inserido apresentam uma exelente onordânia om as medidas relativas aosruído e orrelações dos feixes sinal e omplemetar, e uma boa onordânia om essestermos relativos ao feixe de bombeio. No entanto, para esse aso, as urvas teóriasapresentam um pouo mais de exesso de ruído que as medidas, fato esse que deverá sermelhor entendido em um futuro próximo.A análise de emaranhamento do OPO mostrou que é possivel obter boas medidas paraa ompressão de ruído na soma das fases dos feixes gêmeos, possibilitando a omprovaçãodo emaranhamento bipartite dos mesmos. Contudo, vimos que o ruído de fase inseridopelo ristal ainda hoje impossibilita a medida do emaranhamento tripartite entre os feixesdo OPO. Pela análise do emaranhamento do OPO via ritério PPT, vimos que é possivelse obter emaranhamento entre os feixes do OPO mesmo em ondições onde não existeompressão de ruído nas variáveis do ritério DGCZ. Nossas melhores medidas típiasmostraram que falta muito pouo para a omprovação do emaranhamento tripartite dessesistema.



94 Conlusão e PerspetivasMudanças no aparato experimental objetivando o resfriamento do ristal e melhoriasna ótia usadas para a manipulação do feixe de bombeio, além de um melhor entendi-mento das origens do exesso de ruído riados no ristal, poderão permitir a medida doemaranhamento tripartite dos feixes do OPO.
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5 Operações Simplétias

Uma transformação linear sobre os operadores de quadratura ξ̂′ = Sξ̂, tal que a relaçãode omutação [ξ̂′i, ξ̂
′
j] = iΩij ontinue válida é denominada de transformação simplétia[13℄. O onjunto de todas as transformações que obedeem essa relação formam umgrupo denominado de grupo Simplétio Sp(2N,ℜ), esse nome é dado em analogia astransformações simplétias de sistemas lássios, que são as transformações que deixaminvariantes os parênteses de Poisson [38, 74℄.Para um sistema de N-partes as transformações simplétias podem ser representadaspor matrizes (2N × 2N). Além disso, podemos mostrar que uma transformação quepertença ao grupo simplétio deve obedeer a seguinte relação,

SΩST = Ω. (5.1)Grande parte de operações de ótia quântia são transformações simplétias, omomisturas de feixes por beam-spliters, riação de fases relativas entre feixes, e até mesmoefeitos não lineares de segunda ordem omo onversão paramétria [13, 75℄. De forma quepodemos provar que uma matriz de ovariânia se transforma da seguinte forma sobre aação de uma operação simplétia,
V ′ = SV ST . (5.2)

Auto-valores Simplétios e Relação de Inerteza. Um resultado muito interes-sante é que existe uma transformação simplétia Sω para a qual uma matriz de variâniapoderá ser deomposta em modos normais. Isto é, a matriz de variânia poderá ser rees-rita numa forma diagonal ujos autovalores são denominados autovalores simplétios,
V ′ = SωV S

T
ω , V ′ =

N
⊕

k=1

(

νk 0

0 νk

)

. (5.3)



102 5 Operações SimplétiasOs auto valores simplétios podem ser alulados a partir dos autovalores da matriz
νk = [Autovalores(Γ)]1/2, Γ = −(V Ω)2. (5.4)Pode-se mostrar que essa forma diagonal da matriz de ovariânia é invariante sobretransformações simplétias globais [75, 13℄. Um resultado importante é visto quandoanalisamos o prinípio da inerteza omo dado em (1.132), para uma matriz esrita emtermos de seus autovalores simplétios,

Sω(V + iΩ)ST
ω = V ′ + iΩ ≥ 0. (5.5)Portanto, alulando os autovalores da expressão aima teremos

Autovalores[V ′ + iΩ] = det









A1 0 0

0
. . . 0

0 0 AN









=

N
∏

k=1

det(Ak) = 0, (5.6)em que
det(Ak) = det

(

νk − λ i

−i νk − λ

)

= 0. (5.7)Já que λ ≥ 0, isso implia na seguinte ondição sobre os autovalores simplétios,
∀νk ≥ 1, (5.8)ou esrito de outra forma,
νmin

k ≥ 1, (5.9)onde νmin
k é o menor autovalor simplétio. Conluímos que o menor autovalor simplétiode uma matriz de ovariânia �siamente aeitavel deve obedeer a relação dada em (5.9).


